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Über die Biegungsmomente der Randträger von 
kreuzweise bewehrten Fahrbahnplatten 


Von Prof. Dr.-Ing. Adolf Pucher, Graz 


Diese Arbeit wurde Franz Dischinger zu seinem 
60. Geburtstag gewidmet?) 


1. Einleitung 


Die Berechnung der Schnittkräfte der kreuzweise bewehrten, rechteckigen Fahrbahn- 
platten ist seit der Entwicklung der Einflußfelder für die Biegungsmomente und 
Querkräfte von Platten sehr einfach und genau geworden. Da diese Platten im 
Stahlbetonbrückenbau außerdem viele konstruktive Vorteile bieten, ist ihre Anwen- 
duug im steten Ansteigen begriffen. 

Bisher steht aber dieser hochentwickelten Berechnungsmethode für die Platte keine 
gleichwertige für die Berechnung der die Platte längs des Umfanges stützenden 
Träger zur Verfügung. Wenn die Platte unmittelbar auf Hauptträgern aufliegt, deren 
Stützweite ein Mehrfaches der Plattenstützweite in der Richtung der Hauptträger 
beträgt, z. B. bei einer Balkenbrücke größerer Stützweite, dann hat die Lastverteilung 
der Platte nach zwei Richtungen einen so kleinen Einfluß auf die Beanspruchungen 
der Hauptträger, daß sie vernachlässigt werden kann. Ist jedoch die Stützweite der 
Träger gleich groß, wie die der annähernd quadratischen Platte, z. B. bei den Fahr- 
bahnaufbauten von Bogenbrücken, dann ist offenbar der Einfluß der Lastverteilung 
der Platte auf die Biegungsmomente der stützenden Träger von Bedeutung. Eine zu- 
treffende und in der Durchführung einfache Berechnungsmethode für diese Wirkung 
ist bisher nicht bekannt geworden. Man mußte sich daher bei der Bemessung der 
Fahrbahnlängsträger und der Querträger mit mehr oder minder zutreffenden Annahmen 
begnügen. Bei den Querträgern ist das nicht von Bedeutung, da diese aus Gründen 
der Seitensteifigkeit sowieso meist stärker bemessen werden, als dies die Verkehrs- 
lasten — auch bei ungünstigsten Annahmen über die Verteilung der Raddrücke durch 
die Platte — bedingen. Bei den Fahrbahnlängsträgern besteht jedoch ein dringendes 
Bedürfnis nach verbesserten Berechnungsmethoden, da erstens die Höhe der Längs- 
träger das Aussehen einer Bogenbrücke mit abgelöster Fahrbahn sehr maßgebend 
beeinflußt und zweitens der Aufwand für die Bewehrung der Längsträger einen er- 
heblichen Anteil am gesamten Stahlaufwand eines solchen Bauwerkes darstellt und 
Ersparungen an dieser Bewehrung sich bemerkbar machen. 
Um diesem Mangel abzuhelfen, werden im Folgenden die 
grundlegenden Ansätze für Einflußfelder der Biegungs- 
momente von Trägern entwickelt, die in monolithischer 
Verbindung mit Platten stehen. Da jede auf die Platte 
wirkende Kraft auch die Träger beansprucht, erstreckt 
sich ein solches Einflußfeld über den ganzen Bereich der 
Platte. Es genügt daher in diesem Falle nicht mehr, 
eine Einflußlinie zu zeichnen, sondern es muß das 
Einflußfeld gesucht werden. 

Schon die einfachste und deshalb am meisten verwendete 
Annahme, die Lastverteilung nach dem Hebelgesetz, führt Bildi 

auf ein Einflußfeld. Denkt man sich die längs des Recht- 

eckes LB (Bild 1) aufliegende Platte in schmale Balken parallel zur y-Achse zer- 
schnitten, so entsteht im Aufpunkt A, der den Abstand x von der Plattenecke habe, 


1) Sie wurde ihm an diesem Tage als Manuskript überreicht; infolge der Zeitverhältnisse 


kann ihre Veröffentlichung erst jetzt erfolgen. F 
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infolge der Last Q= 1 im Punkte P (xy) in dem mit der x-Achse zusammen- 
fallenden Träger von der Stützweite Z das Moment 


B—-y L—-ı 
2 ee, 1 
M=, ih (la) 
"wenn &>u ist, bzw. 

u-7,°.2 Br (1b) 


wenn © <u ist. 
Die Gleichungen (la) und (1b) stellen das Momenten- 


einflußfeld für den stützenden Träger des Mann an Mann 
liegenden Balkenfeldes dar; es ist in Bild 2 dargestellt. 
Der Inhalt des Einflußfeldes folgt aus (la, 1b) durch 
Integration über den ganzen Bereich. Er beträgt 


j 
VS Pu (L—- u. (2) 


Es ist offenbar, daß die Ersetzung des zweidimensionalen 
Kontinuums der Platte durch die Balkenlage in jedem 
Falle zu ungünstige Ergebnisse liefert. Das richtige Ein- 
flußfeld erhält man erst, wenn man sich der Theorie 
elastischer Platten bedient. 

Bei den folgenden Betrachtungen sind die üblichen Voraussetzungen der Platten- 
theorie als zutreffend angenommen. Insbesondere ist sowohl die Platte als auch 
der Träger als homogen und isotrop vorausgesetzt. Die Querdehnung ist vernach- 
lässigt. 

Nach dem Maxwell'schen Satz von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen ist die 
Biegefläche infolge einer Einzellast Q= 1 im Aufpunkt A gleich dem Einflußfeld für 
die Durchbiegung des Trägers in A. Die Ermittlung der Biegefläche der Platte unter 
einer am Träger stehenden Last ist mit den Mitteln der Platten- und Faltwerks- 
theorie durchführbar. Aus dem Einflußfeld für die Durchbiegung erhält man durch 


zweimalige Differentiation nach « das Einflußfeld für das Biegungsmoment im Träger. 
2 

Sei K=K(u;x,y) die Biegefläche der Platte unter Q=1 in A, so ist - - 
“4 


Einflußfeld für die Krümmung des Plattenrandes im Aufpunkt, die gleich der Krüm- 


das 


a 


mung des Trägers ist und —EJ 


ER das Einflußfeld für das Biegungsmoment im 


Träger, wenn mit / dessen Trägheitsmoment bezeichnet wird. 


2. Der frei aufliegende Träger am Plattenhalbstreifen 


Es wird zunächst dieser einfache Fall behandelt. Die x-Achse falle mit dem Träger 
zusammen, dessen Stützweite Z sei; der Querschnitt des Trägers ist F=b.h, die 
Dicke der Platte ist d. Der Abstand der Plattenmitte von der Trägermitte (Platten- 
‚anschnitt) ist mit ? bezeichnet. Schließlich ist « die Entfernung des Aufpunktes A 
vom Ursprung (Bild 3). Die Torsionssteifigkeit des Trägers wird vernachlässigt. 
Wir denken uns zunächst die Platte vom Träger getrennt. In diesem Zustand ent- 
steht im Träger infolge Q=1 mit &=x/L und 9=u/L die Durchbiegung 


2 L3 
wi )=4tTT 


1 4 
| \snnndsinuas, nee (3) 
NIT 
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Die Spannung im Plattenanschnitt in diesem Zustande ist 


Mt 2 Lt SE Fu £ 1.2.3 4 
{0} Sn = — — — ın 1 = AB 
0, Tr 7 7 TE sinnzd,sinnn&, n 2 (4) 


Infolge w entsteht zwischen Träger und Platte eine klaffende Fuge, die durch eine 
Gruppe von Kräften g=q (£) geschlossen werden muß (Bild 4). Da bei monolithischer 
Verbindung die Platte am Träger nicht gleiten kann, muß neben der Durchbiegung 


j f 


ee ern 
37 
Hl = 
Ih z 
— all e— 
d d-T 
ıt 
t x 1 
—— 
h in 


Bild 4 


auch die Dehnung bzw. die Spannung zweier benachbarter Punkte in Träger und 
Platte gleich groß sein, Es müssen zur Beseitigung der Klaffung in der Schnittfuge 
noch Schubkräfte d-r=d-r(£) angenommen werden, die die Platte in der Ebene, 
also als Scheibe beanspruchen. Beide Kräftegruppen deformieren den Träger und die 
Platte. Die Kräftegruppe d-(£) verursacht in der Platte Normalspannungen 0,, ©, 
und Schubspannungen 7;,, die miteinander durch die Airy’sche Spannungsfunktion F 
verknüpft sind; es sei 


il 2 
Mer: 2 Es (A+nanD,) er" sinnne (5) 
und die zugeordneten Spannungen 
ze 0% 92 —Nn j = ) 
0 = öy% os [Cu — 2 D,) + nsenD,] er@nsinnne, (6a) 
2 0°F R , 
er 2 (n+nanD,),er""sinnze, (6b) 
» 0°F ) m: R k 
UF = Be [(On -- Dal + nn D,|e”*r”"cosnnE. (6 e) 
OH n 


Aus der Randbedingung 0,.—=0 am Rande y=0 folgt C„=0; demnach wird die 
Randschubkraft 
dr—drtayy-o=- d) Duvosnae (7a) 
d 


und die Spannung o, längs des Rnndes y= (0 wird 


H=—2 > D„sinnne. (7b) 
[4 
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Infolge der q (£) entsteht in der Platte eine Durchbiegung 
u (&n)= I) (An+nanB)er""nsinnne, n=1,2,3... (8) 


” 


Ed? : ; 
und mit der Plattenkonstanten ae das Biegungsmoment 


0° ww Bi 


my—=— Ei ne 2 —2B,)+nnnB,je"""sinnne (9) 


und die Randquerkraft längs y = 0 


= 7, I malt(dn+ Ba) sinnne. (10) 


>| 


Da vorausgesetzt wird, der Träger habe keine Torsionssteifigkeit, muß das Biegungs- 
moment am Plattenrand „=0 verschwinden: 


= Bi 
zZ = — 7, I, nn)? (n— 2 B,)sinnne=0. 


4 =0 n 
Daraus folgt A„=2D,„; somit wird am Plattenrand 
Er Ei 
4= 875 2, ma)? Bnsinnne. (11) 


Wird ein bestimmtes Gesetz für die Kraftgruppe g (£) vorgeschrieben: 


7= >, bnsinnne, 
N 


so muß 
Sa 
De ee us) 
sein. 
Mithin wird die Durchbiegung der Platte infolge der Randquerkräfte 9: 
= 2 BEN | 
ee a tnamMetr"sinnze. (13) 


iR 


“Infolge der Kräftegruppe d-T entstehen im Träger 
folgende Momente und Normalkräfte (Bild 5). 


BD N= 1 fer de=—1a3),, D„sinnne, 


Ai —t++ 
4 77: — 1 
TE ee a N 

L - nn sinnnd. 


Bild 5 


Am Plattenanschnitt wird durch diese Kräfte die Spannung 


er I 1 
ee u La) lg + 7) Pasinnne (14a) 
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verursacht. Das Biegungsmoment M hat eine Durehbiegung des Trägers zur Folge; 
es wird 


tL?d 
IR 


Wr —e 


He | D, sinne. (14b) 
NIC 


Die Kräftegruppe q (£) = > b„sinnse£ verursacht im Träger ein Moment 


— E 
#13) b„sinnszE& 
N 


und die Spannung am Plattenanschnitt 


2 M, I2t | 1 )” ee e 
Om = — — = = 5 
T 7 7 or „sinnne; (15a) 
ferner entsteht die Durchbiegung 
N bir IEN\E 
Um T272 (- b„, sinnzE, (15b) 


Der Ansatz (13) für die Durchbiegung der Platte entspricht den Randbedingungen 
des frei aufliegenden Randes längs der Ränder &=0 und E=1, da dort Durch- 
biegung und Biegungsmoment verschwindet. Die Spannungen nach (5) und (6) sind 
ebenfalls mit den Randbedingungen des Scheibenrandes verträglich, da durch den 
Randträger die Aufnahme und Weiterleitung der nach (6) an diesen Rändern auf- 
tretenden Schubspannungen gewährleistet ist. 


Die Freiwerte db, und D,„ sind so zu bestimmen, daß sich die Fuge zwischen Platte 
und Träger schließt, d. h. es ist 


Opl — 00, Ty +0m+ 07, 
und 
Un ZW, Im + WIr + War. 


Da alle Glieder dieser beiden Gleichungen nach Sinus-Reihen mit dem Argument nrz& 
entwickelt sind, so besteht Identität, wenn die Gleichungen für die Koeffizienten 
der Sinus-Glieder gleicher Ordnung befriedigt sind. Es wird 


ST -r a iL2 
Rx en - | : nn SR 1 
2, = a zeinnnd ge Ft 7 Bm per al (16) 
2 L? DR: ul LE 
ee, SIE he 1 
 8n®n Ei Dr reg a n® BJ a wre E u) 


Die Auflösung nach db, und D,„ bringt: 


Zul, de bh? 


Ld\ 33. 
Ina +54). sinnao 
LAW anl.d 8Li La’ 
2 / . 
fa (+ eo 


bn = (2) 
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Die Biegefläche der Platte — das Einflußfeld für die Durchbiegung des Trägers — 
wird entsprechend (13): 


K (u;«, ey u: O+nan)ersinnne. 


3 Ei nn 


Die zweimalige Differentiation dieses Ausdruckes nach u liefert das Einflußfeld für 
das Biegungsmoment im Träger. Mit der Abkürzung 


Ld 3Li 2a 3Li Lad 
nat 


= mat l5r a 3] 2F (1) 


lautet das Einflußfeld für das Biegungsmoment im Träger: 


Ld 
We —, 
0®K 2F sinnnd® ß 
: nn ne . 2 e-rPn.sinnne&. (20 
x (u; 2, QJ)= BI ss L 2 Q, = (2-+nnn) s E. (20) 
Ld 
nt + or 
In dem Ausdruck or ist der Einfluß der Längen- und Steifigkeitsverhältnisse 


n 
von Träger und Platte enthalten. 


Wenn der Träger gegenüber der Platte sehr steif wird, kann als Grenzfall J— 
gesetzt werden. Mit diesen Werten degeneriert (20) zu 


2 
x, u Yy) = 2 = sinnn9d(A+nrın)e *""sinnnE. (20a). 
Zu diesem Ausdruck — dem Einflußfeld für das Biegungsmoment eines unendlich 
steifen Trägers — gelangt man auch auf anderem Wege, Der Plattenstreifen liege 


auf einem sehr steifen Träger auf, Eine im Punkte P(x,%) befindliche Last )=1 

belastet den Träger mit den Randquerkräften q infolge Q 
hs (Bild 6). Wertet man die Einflußlinie x (u;x) für das 
Biegungsmoment in A mit der Belastung q aus, so erhält 
man die Ordinate des Einflußfeldes x (u: &,y) im Punkte 
P(x,y). Tatsächlich führt diese Rechnung auf die Glei- 
chung (20a), die längs y= 0 in die dreieckige Einfluß- 
x (L—u) (L—x)u 


u 


linie des Balkens, den Musterkern 


übergeht. 


Bei Annahme starrer Träger (J-> ») entstehen im Träger 
die größtmöglichen Momente; (20 a) und deren Auswertung 
stellt daher eine obere Grenze für die im Träger ent- 
stehenden Biegungsmomente dar. (20a) ist frei von Para- 
metern, daher ist die Ermittlung des Einflußfeldes bei 
starren Trägern eine einmalige Arbeit. Man wird bei 
einigermaßen starren Trägern oft das die Steifigkeits- 
verhältnisse berücksichtigende Einflußfeld (20) durch (20a) 
ersetzen können. Soll jedoch der Träger möglichst schlank bemessen werden, so 
wird man das genaue Einflußfeld der Auswertung zugrunde legen müssen. 
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Die Berechnung von (20), die für jeden vorliegenden Fall von neuem durchgeführt 
werden muß, kann sehr vereinfacht werden, wenn man von (20a) ausgehend, den 
Einfluß der Steifigkeitsverhältnisse nach Art 


einer Störungsrechnung durchführt. Sei ab-  EGUngE, elastisch nachgiebiger 
u se) ige 
gekürzt ‚ Randträger 
112 den, 
u h-120cm, d-25cm) 
— . 7 \ 2 
D,= Du; x, n=(, %% 
NT 7 


0.05 / ; 
/ 


sinnzad(A-+nran)e"""sinnne, (21) 


so wird die Differenz 


Ar=n—n,„=—L)) 
NW 
BD DER IR 
ı., 
©» 


Dn. (22) 


Da (2, bei größerem n wie (nr)? wächst, der 
Zähler in (22) nur wie nz, konvergiert der 
Koeffizient von ®,„ besser als die Reihe in 
(20a). Jenach dem angestrebten Genauigkeits- 
grad wird man sich bei der Störungsrechnung 
nach (22) mit ein bis drei Reihengliedern zu- 
frieden geben. 


In Bild 7 ist das Einflußfeld am Plattenhalb- 
streifen für das Biegungsmoment in Träger- 


1 
mitte (#-4) dargestellt und zwar in der 


einen Hälfte für einen starren Träger nach 
(20a), in der anderen Hälfte unter Berück- moment in Trägermitte des Randträgers 
sichtigung der Steifigkeitsverhältnisse, die den nes Plattenhalbstreifens, Z— 10 m. 
in Bild S angegebenen Abmessungen und der } 
Trägerstützweite L = 10,00 m entsprechen. Q 


Das Verhältnis der Größtwerte gibt einen > 
Anhaltspunkt über den Einfluß der elastischen iS 
Nachgiebigkeit, der mit 1,65/2,47 = 0,67 


selbst bei dem verhältnismäßig steifen Träger EN 
erheblich ist. 


3. Die Plattenbrücke mit zwei frei aufliegenden Ir 
Randträgern 

Die Breite der Platte sei B, die Länge, gleichzeitig Stützweite 
der Träger, sei L: Die übrigen Bezeichnungen werden von 
früher übernommen, Die Ränder 2=0, +L werden als frei 
aufliegend angenommen. Die Torsionssteifigkeit der Träger 
wird vernachlässigt. 

Die Lösung wird nach der gleichen Methode wie für den 
Plattenstreifen gewonnen. Allerdings ist die Berechnung 
‚wesentlich umständlicher, da statt eines Randes gleich- 
zeitig deren zwei zu betrachten sind. 
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Für die Durchbiegung des von der Platte abgeschnittenen Randträgers II längs 


y=— Bj2 unter der Last Q= 1 im Aufpunkt A gilt wie früher 
2 L°? 1.) j 
on = + nn sinnnd-sinnz£, na (23) 


und für die Spannung im Plattenanschnitt 


M 2Lt In, 
Om=— 7 = : Is =, sinnad-sinnnd. (24) 


Für den von der Platte abgetrennten Träger I gilt sinngemäß 
I I . 
wo, IT = 0, 0, Tr = 0. (25) 


In den Schnittfugen zwischen Träger und Platte sind wiederum die Kräftegruppen 
7 (&) und d,r (£) anzubringen, die je nach dem Rand, an dem sie angreifen, mit 
dem Index I oder II bezeichnet werden. 


Unter der Kräftegruppe d,t! und d, r!! entstehen in der Platte Spannungen, die 
durch die Spannungsfunktion 


1 2 
F=12 ) nn (An Coinan+ Bunnn Sinnan-+ 0, Sinnnn-t 
5 IT 
5 + Dy„nan Conan) sinnne (26) 
beschrieben sind. Daraus folgen die Spannungen 


re n+ 2 B,) Cofnan + Bunan Sinnan-t 
+(C,+2D,) Sinnan+Dy,nnnboinan]-sinnn&, (27a) 


= — ); (AnCofnnn+ Bunny Sinnnn+ (0, Sinnan-t 

2  +2Dunan&onan)sinnnd, (27 b) 
=. 2a 2 Sinnnn+ Bunanboinant 

+ (02 + D,) Cofnan + Dunn Sinnrn]-cosnn&. (27e) 


Die Freiwerte Ay, Ba, On, D„ sind wegen der Randbedingungen voneinander ab- 


hängig; an den Rändern „= + ß (8=3,) muß 


oy=0 und ce nnE, nn cosnnE (28) 
W M 
sein. Es bestehen demnach folgende Beziehungen: 


A, Cofnaß-+ Bu naß Sinnaß+0C,Sinnnß+Dynnß Coinnß=0, 
An Conan + Bunaß Sinnaß— ,Sinnnß— DunapCoinnß=0, 
A, Sinnnß+ (Sinnnß+naßCofnnp) Bn+ „Conan ß-+ 
+ (C&innp +naß Siunaß) D) = — Mmı 
— 4, Sinnn P — (Sinnnß+naßEoinnp) Bn+0C„Cofnnß+ 
+ (Cofanß + nnßSinnnß) = — ln. 
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Die Wurzeln dieses Gleichungssystems sind bekannt und die Vorzahlen der Lösungs- 
matrix als Funktion der Veränderlichen (n ß) tabuliert !). 


Mit 
7 Sinnnß +nnß Cof 2 7 Coinnp +-nap&innnp | 
— san ’ 
5 Sin 2nnß +naß 2nap —nnp 
— nnBSinnnß = naßKojnnpß 
Asn 1 , Han — ’ 
5 Ein2nnß+nnp 5 Ein2nnßf—nnp | 
(29) 
-- SinnnP : Colin | 
Msn = 1 , Man — 7 , 
a nannß-+nnp 5 Sin2nnp—nnp 
= Coinnß = SinnnP 
Na u a 1 i 
5 Sin2nnp+nnp 5 Ein2nnß—naß 


und n„=-+Pß für den Rand I, bzw. n„=—ß für den Rand II werden die Span- 
Banecn: 


a —- %: sn Col n nnß -- Yan Sin np) mt 
+ (Yon Cofnnrß — yan ©innnPp)h,|sinnne, (30a) 


Mi 
Ox pl +2 Ib: Ysn Co nr B — Yan Sinn) m + 

+ (Ysn Cofnaß+ Yan Sinnzp) h,]sinnn&. (30%) 

Infolge der Kräftegruppe g (£) an den Rändern I und II entsteht in der Platte die 

Biegefläche 

en 2? 

Bun Ei 


m. S 
= e (R, Sof nan + S,nnn Sinnant 
+ T,„Sinnan+Uy.nnnbojinnn)sinnn&. (31) 
Die Randbedingungen längs „= —f, 
my—d, WEI, in sin nn, u in, siunneE, (32) 


n 


liefern in Verbindung mit 


my—bD) —[(R, +28) Conan +9 nanSinnant 
“ +(T,+2 DT, Sinnan-+ U,nnanboinnn) sinnne. (32a) 
— I [Rn — 5) Sinnan + Snnanoinant 
“ + (7, — U,) Cofnan+ UnnanS©innzn] sinnnE (32b) 


die Gleichungen 


R, Eofnaß + (2 Coinapß + nap Sinnnp) + Tun Snnnß+ 
+2 Sinnnß+napboinap m=0, 
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R„ Sofnaß + (2? Coi nn + na Sinnnp) Sn — T, Sinnnp — 
— (2 Sinnnß +nnpeoinap) m—=0, 


R, Sinnn B— (Sinnnß —napCoinnp) Sn + Tn Eoinn dB — 
— (Cofnaßpß —nnpSinnnPp) eh 


— R, Sinnnß + (Sinnnß —napCofnnp) St Tn Cojnrp — 
— (Cofnap na ß Sinnnp) Un — Kn- 


Die Lösung dieses Gleichungssystems ist ebenfalls SEN >) 


Mit 
Sm = See en | 
a kan = 
> Sin 2 nnß— nn 5 Sin 2naß+nnß 
= aa = 2 Sinnnd+nrPßeofnnp 
KAsn 3 ZN 3 ’ 
, Einännp—nnp 5 Ein2nnßtnnp 
(33) 
= Sinnnß = Coinrzß 
9 ) Man = 3 = 
> Sin 2nnß—naf 5 Ein2naßtnnp 
22 Coinnß ” Sinnnß 
Na 3 ) Nenn 
5 Eininnß—nnp > Sin 2naßtnaß | 
wird die Biegefläche der Platte infolge der Randkräfte 9! und gq!: 
Bi an > = in—k 
up l&,n) = Bi 2 nn (#sn Coinan — Ysnnan Sinnan) —. m 
+ ran Sinnan — Yannan Conan) "— na —|sinnnE. (34) 
Die Durchbiegungen längs der Ränder I und II sind 
—y L? ev 
Br ['r: Ysn &of nnßB+Y, Van Sin nTUB) in — (Ysn &of nnd — 
“ — Yan Sinn zp) kn|sinnneE, (35 a) 
_ L? Q< 1 ir s et er 4 an 
nu Bene [(Ysn Cof na B — Yan Sin ne) in — (Ysn Col naß-+ 
i + Yan Sinnzß) k,]sinnne. (35 b) 


Nun ist noch die Formänderung der Träger infolge der Randkräfte d-T und q, sowie 
die durch diese verursachte Spannung am Plattenanschnitt zu ermitteln. 


Infolge der Randkräfte 
der ade > Gn ecosnnE 
n 


entsteht am Träger I die Normalkraft 
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BG 


Ei : 1 5 
N! = d-rde=+ Ld 2, EE msinnsE 
und das Biegungsmoment 


= = 
MIZZNIGS— 1.dt > —: nsinnne. 
N IT 
N 


M! und N! verursachen am Plattenrand die Spannung 


= N! MI Ld_ ld 
o.=+ we = er: sinne. (36) 


Infolge des Biegungsmomentes M! entsteht die Durchbiegung 


DB 
mo. _ = (m sinnne. (37) 
nat 


Bi nd 21:0 l x 
a en Lu er er sinnn& (38) 


3 
— h,sinnze. (39) 
IT 


Infolge der Randquerkräfte 


=: Suler . = 
gd=— ) m SInnzuc 


N 


entsteht im Träger I das Biegungsmoment 


== 1 \2 
VE en Ip — . sinnzeE 
2 Er In TS 


L/ 


und die Spannung am Plattenanschnitt 
yı 2 
ee Mi u. ee —i,sinnnze, (40) 
sowie die Durchbiegung 
en L: SG BERERN 
uUm=— een I SINDUILER (41) 


Die entsprechenden Ausdrücke für den Träger II sind: 


ar LE I e = : 
an en —) k,sinnse, (42) 


= +57 mw - ) k„sinnsE. (43) 
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Nun sind alle Größen bestimmt, die in die Bedingungen für das Schließen der 
Fugen zwischen dem Randträger I bzw. II und der Platte eingehen. Die Bedingungs- 
gleichungen sind am Träger I: 

=] I —1 —T 

Up W Tr TWIr TWIr 


—I I =, Be 
Op = 0 Tr OTr OTr ; 


für den Träger II: 


—T u N , iu 
Wp = WO Tr WTr WTr 


— u —H —]I 
Opl = 00 mt 0m + 01: 


Mit Beachtung von (23) bis (25), (35) bis (43) lauten diese Gleichungen ausführlich 
geschrieben: 


I N er 
rg ben [Pen Eoinzß (in — ku) + Pan Sinnaß (in + knl] = 


ı 
es a li 
= J nn DE nn a: 
— [Ysn Cof na B (In — In) + Yan Sinn ß (gu + An)] = 
1 N il ER EN 
ee 
j RS ne De In; 
L8 


ja Se e 
— =, [Is Eof nr ß (in — An) — Yan Sinnnß (in+ Kn)] 


D 
ll zo ie 4 
 J Inn NT au J \nn RA —) Km» 


— [Ysn Cofnr B (In — Mn) — Yan Sinnaß (mt A) = 


er a a! RR Ne 
= —- |—) dB eng 

J Na re J | Im. 
Die Auflösung bringt: 


; h 
— sinn en sinnzd 
ee ee 44 
or n Ys N Coinzß' # & Den u Sin nnß i | ) 
Hierin bedeuten 
Ld 1 Ld 1 | 
Worn=Nnn- = ) Nail = 
es 2F y3n &ofnn ß 2 nr 2F yan&oinnß' 
sn = Inn)’ (5 a > = 2 Irz IE 
eF 2J ) Yyrnkoinrß 2J Ysn Coijnnß 
La 1 Di 1 | 
BP Yan Coinnß 2 Yan Cofnmp’ | (3 
2 Lad 22a 1 Li 1 
Aan= (nn)? ! ( > = 
RT 27) Yanboinmß 2I yanCofnzpl ""t 
Ld 1 Li 1 


2F YanCoinnß 27 Fankoinzß' 
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Die Einsetzung der Ausdrücke (44) in (34) liefert das Einflußfeld für die Durch- 
biegung des Trägers II: 


L? 1 3 
Eh; o,y)= — sinnnd- sinnne 


2EI I \n 


Ysn l en - 
= an — 
sn Eofnnß en 


Yan 
Dan Sinnn 


— nnn©inn 2) Sinnnn —nan Col uon]| ... (46) 


Yan 


Durch zweimalige Differentiation von (46) nach « erhält man das Einflußfeld für 
das Biegungsmoment im Träger II. Es wird 


3 
U: 20 = BI = 


” Er 
5  Sofnan —nan Sin un) — 


IB, 1 = l 
5 7 —-sinnadsinnng |" | 
Ina 


sn Eoinn ß Ysn 
Yan 1 = Den 
= — Sinnann—nnnboinan)|. (47) 
Dan Eofnrß \yan i n A 
starrer Randträger [J)— =) elastisch nachgiebiger Rondtröger 


(L-)0m, b:80.cm, H'120.cm, d»25 cm) 


n 
sa 
=|o 
sie 


Bild 10. Einflußfeld für das Biegungsmomert in Trägermitte 
des Randträgers einer Platte, Z=10m, B=7m. 


Der Grenzübergang für sehr steife Träger (J) >) bringt: 


ee 


J-—>» Don So Dan nu 


‚ Damit wird das Einflußfeld bei Vernachlässigung der elastischen Nachgiebigkeit 
des Trägers 
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4 £ 1 % 
Ko (u; %, Y) — e ul ne sin nnd sin nnt& | [> )} nan— 


2 n7 Soinnß \ysn 
1 Fan h 2 
= : =. —n Coin ı 47a 
aan Sina) nnan—nnanboinnan (47a) 


Bei der numerischen Berechnung der Einflußfelder ist es auch bei der Rechteckplatte 
empfehlenswert, zuerst das Einflußfeld für starre Träger x,, das nur vom Seiten- 


B TEE 
verhältnis P=57 abhängt, zu berechnen und die elastische Nachgiebigkeit der 


Träger, sofern es notwendig ist, als Störung zu berücksichtigen. 
In Bild 10 ist das Einflußfeld für das Biegungsmoment eines Randträgers in Feld- 


1 
mitte 9-5) für Z= 10,00 m, B=17,00 m dargestellt. Die Abmessungen von 


Platte und Träger sind die gleichen wie beim Plattenhalbstreifen. 

Es ist wiederum in der einen Hälfte das Einflußfeld für starre Träger, in der anderen 
Hälfte das Einflußfeld für die elastisch nachgiebigen Träger dargestellt. Der Einfluß 
der elastischen Nachgiebigkeit des Trägers ist verhältnismäßig etwa gleich groß, 
wie beim Plattenstreifen. 


4. Erweiterung der Theorie auf elastisch eingespannte Träger 


Frei aufliegende Fahrbahnträger kommen im Brückenbau nicht so oft vor als durch- 
laufende Träger. Die Erweiterung der Theorie auf solche Träger ist daher von 
Wichtigkeit. 

Die Einspannung der Träger sei gegeben durch die elastische Nachgiebigkeit der 
Widerlager. Wir nennen e den EJ-fachen Drehwinkel des Widerlagers infolge des 
Momentes „1“ (e hat die Dimension einer Länge). Die EJ-fachen Drehwinkel des 
Stabes sind, J = const vorausgesetzt, 


a=ar=ha, BSD. 


Die Einspannmomente des Trägers M’ und M” infolge der Last Q=1 in Auf- 
punkt A sind mit den Abkürzungen 


=, d-1-8, Den 
3 12 
El 
— zZ r r3 In ") E 
w-- 2 \w-99(2+0)-8-02], 
" L? Sir ins, Et: 
Bild 11 -- [#09 (Z+e)-#-03 


Infolge des Momentes M’ allein entsteht im Träger die Biegelinie 


M'L? 22 
'—2 N | | a —1,2 
w 5J 2 —1) (- _ BINNEN. 


infolge M’ allein entsteht 


1 3 
j 
w — e Slldenen We Doone 
ER 


uf 
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Die Entwicklung der Biegelinie des Trägers unter der Last P=1 in eine trigono- 
metrische Reihe lautet demnach unter Beachtung von (3): 


B 312 1\3 
39) — 
N 


L : 
— sinnz9a +(— Ir +1 + m| sinnn&. (49) 


NIT 


Daraus folgt das Biegungsmoment 


0? w IE 
IMNElZ= HJ en N | \ —_ 1ır-+1 gr B 
(&) EFE er „nnd ( 1) M'+M | sinnn& 
und die Spannung am Plattenanschnitt 
M 21 1 I, Se s d 
en eg nr sinn cd (— 1" t1M’ LM | sinnx£. (50) 


Führt man diese Ausdrücke (49) und (50) in die weitere Rechnung an Stelle von 
(3) und (4) bzw. (23) und (24) ein, so erhält man das Einflußfeld X (u; x, y) für die 
Durchbiegung des elastisch eingespannten Trägers. Die zweimalige Differentiation 
von K(u:x,y) nach u liefert, so wie früher, das Einflußfeld für das Biegungs- 
moment im Randträger, 

Man kann demnach auch die Einflußfelder der Biegemomente von elastisch ein- 
gespannten Trägern berechnen. Der Rechnungsgang ist prinzipiell der gleiche wie 
für die frei aufliegenden Träger, seine Durchführung ist allerdings umständlicher. 
Der gezeigte Lösungsgang ist nicht ganz streng. Denn wenn der Träger über mehrere 
Felder durchläuft, — der häufigste Fall der elastischen Einspannung —, so wird 
wohl auch die Platte über mehrere Fslder reichen. Die Ränder =0 und =L 
sind dann nicht mehr frei aufliegend. Die Berücksichtigung dieses Umstandes würde 
die Lösung sehr erschweren, da dann längs y= const keine Entwicklung nach 
Orthogonalfunktionen mehr möglich wird. Da jedoch bei der längs =0 und 2=L 
frei aufliegenden Platte der Träger größere Biegungsmomente eıhält als bei ein- 
gespaunten Rändern, wird man die Vernachlässigung der Einspannung wohl hin- 
nehmen können, 


5. Näherungsweise Bestimmung der Normalkraft im Träger 


In den elastisch nachgiebigen Trägern entsteht infolge der monolithischen Verbindung 
mit der Platte unter der Belastung neben dem Biegungsmoment M noch eine Normal- 
kraft N. Zur Bemessung des Trägers und der Bewehrung muß man beide Kräfte 
kennen. 


Ein Verfahren zur Bestimmung der Normalkraft N, das dem für das Biegungs- 
moment ebenbürtig ist, würde die Kenntnis des Einflußfeldes für N voraussetzen. 
Solange ein solches nicht zur Verfügung steht, kann die Normalkraft näherungsweise 
ermittelt werden. Wie im folgenden gezeigt wird, kann mit Hilfe der „mitwirkenden 
Breite“ der Platte ein Näherungswert der Normalkraft gewonnen werden, der größer 
ist als der wahre Wert. Legt man daher den Näherungswert von N der Bemessung 
zugrunde, so liegt der Fehler auf der sicheren Seite. Definitiousgemäß ist die mit- 
wirkende Breite AZ gleich dem Quotienten aus Normalkraft, gebrochen durch die in 
der Platte entstehende, größte Normalspannung. Daher ist umgekehrt 


N=maxo-/L-d. 
Bautechnik-Archiv Heft 10 2 
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Die mitwirkende Breite AZ ist verhältnismäßig leicht abzuschätzen oder zu berechnen. 
So ergibt sich z. B. für den Plattenhalbstreifen aus (6a) und t=6: 


= — I, Dn(2—nan) e"rnsinnnd. 
N 


Die mitwirkende Breite folgt daraus mit 


L 1 i 
‚lo Di - [02.dy=— = — D,sinnzE. 
N 


Max 02, max 0, 
Da max o,„ am Rande „—=0 entsteht, d.h. maxo,„—=2 en D„sinnnE ist, wird 
n 
1 
L — D„sinn 


lb, —., 
2 >; Da sinnne 
N 


In der Summierung über » kann kein allgemein gültiger Näherungswert angegeben 
werden. Berechnet man jedoch A, nur für ein Reihenglied, so wird 


re 1 
 Bnn 


An (51) 
Mit Benützung von (51) kann die Normalkraft N aus den jedem Wert von n ent- 
sprechenden Teilkräften N, zusammengesetzt annehmen: 


N= 3, N=Ld >; 4, max N: 
N 7 


Man erhält zweifellos einen zu großen Näherungswert N’ von N, wenn man 


N'= L-d-max A, BI max ma—=L-d-A, 0% 
n 


setzt. Über das Vorzeichen von N wird später noch eine Festsetzung gemacht. 
Jedenfalls gilt 
INA, Läsion, 


1 
a, 16. Man wird diesen Wert wohl als 


Mittelwert auch bei nicht zu schmalen Rechteckplatten verwenden dürfen. Bei 
schmalen Platten werden die von DISCHINGER (3) angegebenen Werte von A gute 
Dienste leisten. Für |o„| erhält man einen ebenfalls zu großen Näherungswert aus 
dem Biegungsmoment im Träger, da die Spannung am Rande der Platte gleich der 
Spannung des Trägers ist. Die Spannung am Plattenanschnitt ist 


Für den Plattenhalbstreifen ist A, = 


M, N 
a=— Ti 


7 (+ N = Zugkraft, + o = Zugspannung). 


h N 
Eine einfache Überlegung zeigt, daß der Anteil e7) immer das entgegengesetzte Vor- 


: REN: 
zeichen des Anteils = hat. Liegt die Platte ober der Trägermitte (£> 0), so liegt 
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sie bei positiven Momenten im Druckbereich und N wirkt auf den Träger als Zug- 
kraft und vermindert somit die Druckspannung am Plattenanschnitt. Liegt die Platte 
unter der Trägermitte (£< 0), so liegt sie im Zugbereich und N wirkt auf den Träger 
als Druckkraft, vermindert daher die Beanspruchung am Plattenanschnitt. Daher ist 
immer 


IM | 
re. 
Der Näherungswert für N 
|M 
INA, L-d> > (52) 
IE 


enthält nur bekannte Größen und ist leicht zu berechnen, 


Bei der Bemessung der Randträger aus Stahlbeton hat man N entsprechend zu 
berücksichtigen. Bei Platten, die in der Druckzone liegen (> 0), muß die aus dem 


voll 


noch um den Anteil der Zugkraft =. 


Biegungsmoment folgende Bewehrung 
2*0e Oe 


vermehrt werden. 
Liegt die Platte in der Zugzone (t<0), so ist der Randträger für das Biegungs- 


moment M zu bemessen und in der Platte die zusätzliche Zugbewehrung — auf 
Ge 


die mitwirkende Breite verteilt, vorzusehen. Auf diese Weise kommt eine etwas 
reichliche, aber jedenfalls ausreichende Bewehrung zustande, während die Beton- 
druckspannung im Träger bei oben liegender Platte zu groß, bei unten liegender 
Platte zu klein ausgewiesen wird. 

Es ist wünschenswert, die Verfahren zur Ermittlung der Normalkraft im Randträger 
zu verbessern, damit durch die bei der Berechnung der Normalkraft gemachten Ver- 
nachlässigungen nicht die durch die schärfere Ermittlung der Biegemomente er- 
reichten Ersparnisse wieder verloren gehen. 

Es wird darauf hingewiesen, daß die hier gezeigte Ermittlung der Normalkraft nur 
bei elastisch nachgiebigen Trägern am Platze ist. Sind die Einflußfelder für starre 
Träger ausgewertet worden, so ist für die Bemessung der Träger nur das Moment M 
maßgebend; die monolithische Verbindung des Trägers mit der Platte ist gegebenen 
Falles bei der Bemessung als Plattenbalken zu berücksichtigen. 


6. Schlußbemerkung 


Die Biegungsmomente, die mit den Einflußfeldern ermittelt werden, weichen bemerkbar 
von den Ergebnissen ab, die mit Hilfe der bisher üblichen Berechnungsverfahren 
gefunden werden. Wir wollen zwei kennzeichnende Belastungsfälle, die Vollbelastung 
und die Einzellast in Feldmitte, an der Rechteckplatte mit dem Seitenverhältnis 
B/L=0,7 zum Vergleich heranziehen. 


Bei der Vollbelastung kann als Näherungsverfahren das in der DIN 1045, & 23, 
Zitfer 2 zugelassene herangezogen werden. Zur Vereinfachung der Rechnung werden 
die Tafeln von LÖSER (4) verwendet. Das in der Einleitung angeführte Näherungs- 
verfahren nach (1) und (2) wäre bei Vollbelastung ganz fehl am Platze. Es ist die 
übliche Berechnungsart für Einzellasten (Raddrücke) und wird beim zweiten Be- 


lastungsfall angewendet. 
2% 
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a) Vollbelastung 9 = const (B=0.7L, u=L/2) nach DIN 1045 5 23 (LÖSER): 


M = 0,806 -p- Bj2: 12/8 = 2 


9 
bei starren Trägern nach (47a) M= = .pL?= 0,0238 pL?, 
bei elastisch nachgieb. Trägern nach (47) M= 0.61 :0,0238.p L?= 0,0145 .pL?. 
b) Einzellast P in Feldmitte: =L/2; 2=L/2; y=B/2) nach (1): 


:P=0.125 PL: 


125: P-L= 0.100 P-L, 


nach DIN 1045, $ 23 (LÖSER): M=0.8-0 
0.8 


Ps 10,090 LE; 


bei starren Trägern nach (47a): M= 


0,544 


n?® 


-P>»L= 0,055. 7.%2 


bei elastisch nachgieb. Trägern nach (47): M= 


Mit dieser Arbeit ist der Theorie elastischer Platten und den Eınflußfeldern ein neuer 
Anwendungsbereich erschlossen. Zwar befassen sich die Betrachtungen nur mit den 
einfachsten Fällen, doch sind die grundlegenden Gedanken, wie im 4. Abschnitt 
gezeigt wurde, auch auf verwickeltere Fälle anwendbar. Die weitere theoretische 
Entwicklung wird manches, das heute noch schwierig oder unlösbar erscheint, klären. 
Daß die Ergebnisse auch von Interesse für den entwerfenden Bau-Ingenieur sind, 
zeigt der Vergleich mit den bisher üblichen Methoden. 


Bei der Durchführung der Berechnungen hat mich Herr G., NITSIOTAS tatkräftig 
unterstützt, wofür ich ihm meinen Dank zum Ausdruck bringe. 
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Das durch elastische Spanten versteifte, beliebig gelagerte Rohr 


Von Oberregierungsbaurat z. Wvw. 
Dr.-Ing. habil. Ernst Gruber, Hannover 


A. Allgemeines 


Die Membranen finden im Bauwesen bei Errichtung von hohen Masten, freitragenden 
Rohrleitungen, Kühltürmen, Gas- und Flüssigkeitsbehältern in ausgedehntem Maße 
Anwendung. Diese Bauwerke müssen aber in vielen Fällen mit einer genügenden 
Anzahl formhaltender, genügend starrer Spanten ausgesteift werden. Wir wollen 
uns in dieser Abhandlung mit den statischen Verhältnissen derartiger Tragwerke 
befassen. 


Wir betrachten zunächst eine kegelstumpfförmige Membrane ohne Querspanten, die 
an einem Ende längs eines Parallelkreises fest gelagert ist und im übrigen frei aus- 
kragt. Dieses Gebilde benutzen wir als Grundsystem und wollen es in Hinkunft 
„Kragwerk“ nennen. 


B. Das Kragwerk ohne Spanten 

a) Spannungen 

Wählt man entsprechend dem Bilde 1b das von der Kegelspitze O0 gemessene x und 
den von einer bestimmten Achsebene gezählten Längenwinkel @ als Koordinaten 


la Spitze 


Bild 1a 


und stellt für ein von zwei Erzeugenden und zwei Parallelkreisen begrenztes, in- 
finitesimales Membranenelement die Gleichgewichtsbedingungen auf, so erhalten wir 
die 3 partiellen Differentialgleichungen 


0 (x 0;) 1 ‚or 
0% sina do 
a) f 1 90: 
dx "sina Op 


%4+%p—=0 (la) 


Fr+em=0 (1b) 


o+zxp-tga=0 (Bild la). (le) 
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05, 04 und r stellen Kräfte je Längeneinheit dar und sind von der Wandstärke ö„ 
unabhängig. Differentiert man Gl. 1c partiell nach p und setzt sie in Gl. 1b ein, 
so ergibt sich die lineare, partielle Differentialgleichung 1. Ordnung 


a (2) 
0x =" cosa do 2: 
deren Lösung 
| 1 l op» 
== — | 2 & = 1 
er Fa vlEe al? cosp 0 Zu S) 


Kegelspitze 
ı\ 
N \ 
\ 


freierRand 


schematisch 
abgetrennt 


I<TUISTATIRS 
SEA NERL 
P; W 


w. 
INA ALTZIR 
WS NR schematische Darstellung 

NA x 

d 


der Randbedingungen 
(ideelle Fachwerke) 


7m 


Bild 1b 
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lautet. Differentieren wir dies wieder partiell nach @, substituieren es in Gl. 1a, 
integrieren hernach partiell nach & und dividieren endlich durch &, so folgt mit 
Hilfe von Gl. 1e 


nt 


1 = „9 I 0» N [ | p | 
= ed, Ve oe 
zsina) a)” Op \cosa Ip ne at peda (4) 


0 folgt aus Gl. 1c unmittelbar. Hierbei sind /, und /, reine Funktionen von 9, 
die sich aus den jeweiligen Randbedingungen ergeben. Wirkt z. B. längs des oberen 
kreisförmigen, freien Randes r—=x, der Schubfluß t, (9) und die parallel zu den 
Erzeugenden gerichtete Auflast o,,ı(9), so folgen für die längs des Parallelkreises 
C—=%Xm festgelagerte, kreiskegelförmige Membrane die Spannkräfte im Parallel- 
kreis =xX, zu 


ae 
1 2 fr|; 1 ‚op or 
en | 3 
an 8 a a cosa dp a en 
und 
Zn % ’ 
ua a. ? _p)aa- 
rn er ee „sing, ) Op l\cosa Ip ne 
In 
1 ' 
—  [p-tga+ ps) war. (a 
In 
2 


Das zweifache Integral können wir durch partielle Integration in ein einfaches um- 
formen, Hierzu bezeichnen wir das innere Integral vorübergehend mit J„ und er- 


halten 
%y, 2 
a + fe la en) ar 
’ x la: Op\cosa Oo 


N) 1 20% 
el: la ar 


so daß schließlich 


Un 
le an et &nl dp \cosa 99 2 
A) 


m 
1 2 
—— (ip-tgatp)ede (4) 
In 
7 


wird. 

Handelt es sich um eine geschlossene Membrane, so müssen die obigen Funk- 
tionen 7, (p) und o,;1(Y) die einfache Periode 27 aufweisen. Liegt hingegen ein 
sogenanntes offenes System vor, welches von zwei Parallelkreisen und den beiden 
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Erzeugenden g=— 9, und 9=+9, begrenzt ist, und sind die letzteren „freie“ 
Ränder, so treten die Randbedingungen 
4 - pP) )=EI T-9)=Tttrp)=0 (2) 
auf. Daraus folgt zunächst aus Gl. Ic 
Pr p9)=rtrp)=0 (6) 
und aus Gl. 8 
In 
7) 
1a? zen 5 0 a —p.) az =( (7) 
cosa 0 a. 
=+Pı 


Treten längs eines Parallelkreises «—=x, in den Belastungen p, ps und p+ Unstetig- 
keiten auf, z. B. bei Abstufung der Staudrücke nach DIN, so ermitteln wir zunächst 
den Schubfluß in x,, indem wir die Gl. 3’ auf den Mantelabschnitt &, x, anwenden. 
Es wird 


x 
1 1229 
= B Ze IE | a = da) . (3) 
x, cosa 0 
x 


Da in ein und demselben Parallelkreis nicht zwei verschiedene Schubflüsse vor- 
handen sein können, treten auch beim Überschreiten von x, bei den r, keine end- 
lichen Sprünge auf. Wir erhalten also die Schubkräfte für ©>x,, indem wir in 
Gl. 3’ an Stelle von r, das z, der Gl. 3” setzen und außerdem x, = x, machen. 
Sind noch weitere Parallelkreise x, mit solchen Unstetigkeiten in den Belastungen 
vorhanden und stellt man für jeden von diesen immer wieder dieselben Überlegungen 
an, so erhalten wir schließlich 


Fu 


kr 1 Opa 
Wi, — en E 7 + ae x = FR ir) o el s) dx n (3'”) 
0, 


das heißt die Quadraturen werden mit den Unstetigkeitsstellen als Grenzen einzeln 
durchgeführt und die Ergebnisse schlicht summiert. 


Für die Achsialspannungen o, kommt man mit denselben Überlegungen zum ana- 
logen Ergebnis. 

Ist der Mantel selbst unbelastet, so wirdp=pt=ps = 0 und die Integrale in Gl. 3’ 
und 4’ verschwinden. In diesem Falle tritt aber bei offenen Systemen die Rand- 
bedingung 


-)=surg)=0 (8) 


neu hinzu. 


Ist nur o, ı vorhanden, so treten im Mantel trotz seiner Konizität keine Schub- 
wirkungen auf. 


Wirkt nur längs eines Parallelkreises x, ein Schubfluß z, (9), so folgt aus Gl. 3"", 


daß für x <x, die Membrane spannungslos ist. Für &>x, wird hingegen aus 
GN 37 Zund 4% 


00 88 20% 
wat 00-2. | 1m) 0 9er 
KT a 5,8 v» t s (9,9, ) 
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b) Verformungen 


Wir beschreiben die Verschiebung eines beliebigen Punktes der Membrane durch 
3 Komponenten: 

l. r normal zur Kegelfläche 

2. s in Richtung der Erzeugenden 


3. t in Richtung der Parallelkreistangente. 


Sind, was bei unseren Baustoffen und Baukonstruktionen immer zutrifft, die obigen 
Komponenten r, s, # gegenüber den geometrischen Abmessungen der Achsfläche sehr 
klein, und sind außerdem die Differentialquotienten dieser r, s, t nach @ und & er- 
heblich kleiner als 1, so kann man aus dem Bild 2 die Beziehungen zwischen den 
Spannkräften und Verschiebungen leicht zu 


0s 8 —ux 
on ron: 2 
s 1 ot r GH — UOs s 
= zen Ip Ei =) 
[7] E 1 ‚0s 2(1-+u) } 
= == 23 5 1 r 
x x sina ee Eö, x a 


ermitteln, Hierin bedeutet ö. die Membranendicke, E den Elastizitätsmodul und w 
den Querdelmungswert, Beim Studium des Bildes 2 ist besonders darauf zu achten, 
daß die Tangentialverschiebung ! senkrecht zur Erzeugenden steht. 


Es folgt zunächst aus Gl. 10 die Achsialverschiebung zu 


ek dx 
SP, De = H (os u 0) d, Se Sype (1 1) 
Im 


Differentiert man dies partiell nach @, dividiert durch &*-sina, integriert zwischen 
den Grenzen X, und &, und multipliziert mit &„, so erhält man 


In 
30 dx 
IP, an = oe dm x ka, t 
en 


+ Be: m ein a R en Im ) 


Ist, N 


Im 


Bezeichnen wir wieder das innere Integral des ersten Gliedes mit J„, so können 
wir dieses auch hier durch partielle Integration umformen. Wir erhalten 


In en en 
l Den [ 10 36 | 0 dx 
- (u) -- Er Ser et 
2 Im Um 


Me - /(} ee ne 
a er Fr 
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so daß schließlich 


on 
t = f| a Me we 
Fr Esina zu, op a: Da 
m 
”n 
2(1+u) T In Im, ,,%# „ 
eh Fa re da - im Sm + = tn u) 
Im 


wird. Daraus erhält man mit Gl. 11’ aus Gl. 10’ für die Radialverschiebung 


227 
0 — U0s 2 f 3] 0° dx 
N — ee re a 
P,&m mo Seren Ba (s— u op 
Tyn 
Loy In 
2(i+ u) ( ( dt 
Ecosa O0.%02= 35 2 Ka), 
Im I 
Ay ah ”r 17 , 
9 m n En tg we 7 ! ( 3 


2 ——— 8 —t_. 
A N ITRCOST OA 

Dabei sind s„ und Z„ reine Funktionen von @. Sie stellen die längs 2= x vor- 

gegebenen Werte der s und £ dar. 


Da in Gl. 11” eine analoge Funktion r„, nicht vorkommt, kann an der Auflager- 
stelle = x, im Gegensatz zu s und £ für r keine besondere Vorschrift gemacht 
werden, das heißt, die Membrane muß am Fundament radial verschieblich gelagert 
sein, so etwa wie es in Bild 1b dargestellt ist. Ist dies nicht der Fall, so ist ein 
Gleichgewichtszustand ohne Schalenbiegung nicht möglich. Diese klingt aber vom 
Auflager ab sehr rasch ab. Der Index P soll andeuten, daß die Verschiebungen zu 
den äußeren Lasten p, p; und p+ gehören. 

Die Verformungsflächen müssen nun stetige Funktionen der Koordinaten @ und & 
sein. Das Gegenteil würde einem Zerreißen der Membrane entsprechen. Da eine 
solche, ideell gesehen, überhaupt keinen Biegewiderstand besitzen darf, könnte man 
beliebig viele Knicke hineinfalten, ohne daß dadurch unendlich große Material- 
anstrengungen entstünden. Das würde bedeuten, daß die ersten Differentialquotienten 
der Verformungsflächen unstetig sein könnten. Da man aber eine Membrane in einer 
derartigen Idealisierung nicht verwirklichen kann, würden dann im Tragwerk trotzdem 
beträchtliche Biegespannungen auftreten, die wir selbstverständlich vermeiden wollen, 
das heißt, wir streben immer die Stetigkeit auch der ersten Ableitungen an. Die 
zweiten bzw. dritten Differentialquotienten bestimmen bei Schalen bekanntlich Biege- 
momente und Querkräfte, deren Vektoren tangentiell bzw. normal zur Achsfläche 
liegen. Da aber diese Art von inneren Kräften bei reinen Membranen nicht auf- 
treten, brauchen wir hier, wo nur letztere behandelt werden, auf diese höheren 
Ableitungen vorerst nicht weiter einzugehen. Handelt es sich um Tragwerke, deren 
Größenentwicklung in der x-Richtung bedeutend mächtiger ist als in der p-Richtung, 
so genügt es, wenn man diese differentiellen Bedingungen nur für die p-Richtung 
einhält. Da die Verschiebungskomponente r nach den vorherigen Darlegungen nur 
eine untergeordnete Rolle spielt, kann man sie hier ganz aus dem Spiele lassen, 
‚ Die besprochenen Stetigkeitsbedingungen können bei gegebenen Belastungen mittelst 
der Gl. 11, 11’, 11”, 11" leicht überprüft werden. Sind sie nicht erfüllt, so ist es 
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nicht ratsam, das Tragwerk mit den gegebenen Lasten zu belegen. Diese Betrach- 
tungen, die vorerst in einer mathematisch nicht ganz strengen Art angestellt wurden, 
sollen dem Leser nur plausibel machen, daß man bei unversteiften Membranen und 
sehr dünnen Schalen stark unstetige Belastungen, und dies besonders in Richtung 
der kleineren Tragwerksabmessungen, vermeiden soll. 


Für die folgenden Untersuchungen sind die tangentiellen Verschiebungen t wichtig, 
die durch einen im Parallelkreis x, wirkenden Schubfluß z, erzeugt werden. Wir 
erhalten diese für &,>%, unmittelbar aus Gl. 11”, ındem wir in dieser für 7 bzw. 05 
die Werte der Gl.9 bzw. 9’ setzen und 4=(0 machen. Es wird 


°n, a) 
Ly' | = = dz 2(1-+u) f dx 
u n=— 1— —}|(1— ne nn 
ER IHisın2lo% #% 00, | E Ma wo 
m FB 
Im — In: In B : 
ee &n>%,, (Bild 3a) (12) 


wenn wir allgemein a,—2%,-sina setzen. Die achsiale Verschiebung fulgt analog 
aus Gl. 11 zu 


In 
Eee MM ar 
a Esin a l 21.005 02 
Im 


Ist ©, <x,, so ergibt sich zunächst, wenn wieder in &, der Schubfluß z, wirkt, 


In ‚ In, v 
by, Na ty,v ae 
%, 


vr2,.sina 


Die Werte für 4, „ und “ erhalten wir aus Gl. 12 und der nach  differentierten 
Gl. 13, indem wir x, = x, setzen. Es folgt also zunächst 


Dan n N 
a 
Dy EOS 
Im 
Cy 
2(1+u) 2 W dz AR & T x h 
E ET ». Do ae SE ER T 6m x, sin a 
FM 
Da An,» + &n = x, ist, folgt daraus 
Rn, on 
(Ce 1a % %,\ dx, @(l-+u) rd 
Dee | ) a Kos 
ie Esin? «a % n 54 FaRE a a ar 
Im Im I 
In in ya ® 
+ A sy + im, En<iy. (Abb. 3b). (12°) 
Am Im “5 


Bezeichnet man die Kraft &,*t, mit X,, so ersieht man, daß in den Gl. 12 und 12’ 
bei den Beiwerten für X,’ und X, die x, mit x, vertauscht sind. Man erkennt 
also hierin wieder das Maxwell-Mohr’'sche Prinzip von der Gegenseitigkeit der Ver- 
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schiebungen. Die beiden letzten Glieder sind dabei nicht in Betracht zu ziehen, da 
sie nicht elastischer Natur sind, sondern nur vorgegebene Randverformungen z. B, 
Fundamentbewegungen darstellen. 


Für die durch die Gl. 13 gegebenen achsialen Verschiebungen s gelten die analogen 
Ergebnisse. 


Spitze 
. N Spitzr 


Kegelachse 
Kegelachse 


Bild 3a Bild 3b Bild3c 


Die Gl. 12 können wir auch als lineare Funktionen von x, anschreiben. Es wird, 
wenn man zunächst s„ und /„ außer acht läßt, 


7 


n N 
Z 1 \ dx 1 } | | dx 
== _— og - — — | — I, a 1 — —) —— 
bon x an Fi x a ” Esin ?a Du 0, dl 
Im Im 
7 
2(l+u dx u 
+ X, -%, 2 en Ln IR =Ä, [& (&n) +» "Pr (2n)] = 
Im + 
+ X, .%y* Yn (&n) In 2%, (14) 
und analog aus Gl. 12’ 
t,, OR TE 3 [% (2) In nn Pr (&,)] in As "Ion Yv (z,) Ln < Ly (14') 


wobei in den Beiwerten von 3% und X, wieder x, mit &%, vertauscht erscheint, 
Die Argumente der Linearfunktionen sind der Deutlichkeit halber durch Fettdruck 
hervorgehoben. Setzt man das %, bzw. x, der Gl. 14’ gleich dem &, bzw. x, der 
Gl. 14 und nennt der Deutlichkeit halber die größere der beiden Ordinaten b und 
die kleinere a, so erhalten wir 


- X, [pta-ß)+Xa:a:n b>a (Bild 8e). (15a, b) 


I -— — 


D ZunL; 

Dabei sind «a,, , und y, Funktionen von b. Der erste Index von £ gibt den Ort 
der Krafteinwirkung und der zweite den Ort der Verschiebung an. 

In den die Tangentialverschiebungen ? darstellenden Gl. 14, 14’, 15a, b ist das 


Argument der Funktionen a, ß und y immer diejenige Ordinate, welche zu dem der 
“ Einspannstelle näher liegenden Parallelkreis gehört. In diesem Sinne sind jeder 
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Ordinate x, eindeutig die 3 Funktionen a,, Pr und y„ zugeordnet. Das Argument 
der Linearfunktionen L,, und L, ist jedoch immer diejenige Ordinate, welche zu 
dem der Einspannstelle weiter abliegenden Parallelkreis gehört. 

Wir wollen noch den Grenzübergang zur zylindrischen Membrane durchführen. Zu 
diesem Zwecke führen wir die neue Ordinate &= x, — x ein und erhalten zunäclıst 
aus Gl. 12 


„m, n 
v %m—h v dE 
tl, n= = ie a (Km Am,» En + Em =E — mt Im, n) Een 
0 Ss 
hm,n h 2 ( 1 d 
2 (1 + Hi (&n — Rn, »)" (km — Am, n & 
—— - — . : 16 
—- E Ty : ( — &)? Ö: ( ) 


Führt man unter den Integralzeichen die Grenzübergänge für 2,->@ aus und be- 


rücksichtigt dabei, daß lim “* —1 und lim asina=a gilt, so erhalten wir 


x -—>o Hu Rn 
„ "m,n hm,n 
T Ra = & ; 
her je mac ae 
0 > ) es 


wenn a den Zylinderradius darstellt (Bild 3 .d). 

Für die weiteren Untersuchungen wollen wir auf zwei Beziehungen aufmerksam 
machen, die zwischen den tangentiellen Verschiebungen { bestehen. Bezeichnet man 
die zu (X„= 1) gehörigen, bei %,_ı, %, und %,_| auftretenden Verformungen mit 
Onv-1: On,» und d,»+1, so erhalten wir nach Gl. 14 


” 


N | Ne 
nv = (An 1)[an + In+1' Pr] +&R=)Wwırı:’n (17a) 
I Be 
On > Kn= 1) [&r +% Ba] EB (An Z- 1), In (17b) 
d v—1 In, v—| 
On, De (X =|) )[®n Hass: Pa] Sr 1),_ı- Yn. (Bild 4a) (17e) 


Daraus folgt ohne weiteres, wenn man in Hinkunft die Ordinatendifferenz Lo — Eu 
mit A,,. bezeichnet, 


Un 3 On,v On — dn v—1 
A, +1,» A, w—1 


=, (18) 


Für die einmal gestrichenen ® gibt es eine analoge Beziehung. 
Es gilt hierbei immer x,_ı<z,< Ly+1< Im: 
Bildet man nun entsprechend dem Bilde 4b die algebraischen Summen 
Os ee 
2 v—ı v,v—| An Anar 


v 


L Op al On, v 029 2? Du on, ”+1 


A 
A A A EN n,n—1 ie 
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[77 [77 [Z3 
On v—ı Öny vn On v+1 
j 


++ 
A Zu] A Ale 
Ina dr, ER Fe, n 
ZuR v n v n v+ Ann (19) 


Aus Ann Are A 


und faßt jeweils die Glieder der lotrechten Spalten zusammen, so erhalten wir für 
die erste von diesen 


en Tre Ol ai On, v— 17 anal) . AB; en, (19) 
Ann—ı Anz+ı,n 


Denken wir uns nun bei z,_j eine Kraftwirkung (X%,_ı=1), (X,_ı=1)] wirkend, 
bringen die zu dieser gehörigen bei &%,_1, &, und &,.+1 auftretenden Verschiebungen 
%,—1,n+1, ®,—1,n und Ö,_1,2-+1ı in den durch Gl. 18 angegebenen Zusammenhang 
und vertauschen entsprechend dem Prinzip von der Gegenseitigkeit der Verschiebungen 


i Zylinderachse. 


Bild 3d Bild 4a Bild 4b 


die Indices der ®, so erhalten wir wieder Gl. 19, Da Gl. 18 den Wert O hat, muß 
also auch Gl. 19’ verschwinden. Führen wir für die übrigen drei Spalten dieselbe 
Rechnung durch, so folgt, daß der Wert der ganzen Gl. 19 Null wird. 

Auch hier gelten für die einmal gestrichenen ® die analogen Beziehungen. 

Das Nullwerden der Gl. 18 und 19 tritt nur dann ein, wenn in dem zur Gl. 18 
gehörigen Bild (da) %,41<%, und in dem zur Gl. 19 gehörigen Bild (4b) u +1<%,-ı 
ist. Die v»-Gebiete dürfen sich also nur berühren, aber nicht ineinander greifen. 
Die oberen Striche der Beiwerte von Ö# kennzeichnen hier keine Differentialquotienten, 
sondern sie stellen nur Indices dar. 


C. Die ringförmige elastische Spante 


a) Der kreisförmig gekrümmte Stab 

Für die weiteren Entwicklungen benötigen wir nun den Zusammenhang zwischen 
den Verformungen t,, r„ und den Belastungen 7, Ty,n, m einer elastischen, ring- 
förmigen Spante. Dabei soll der Anschluß der Membrane an die Querspanten so wie 
am Auflager wieder durch unendlich kleine Fachwerke idealisiert werden, so daß 
‚ relativ zwischen Membrane und Spante nur radiale und keine tangentiellen Ver- 
schiebungen stattfinden können. Es sind also zwischen beiden Bauelementen nur die 
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Schubwirkungen z, als Verbindungskräfte möglich. Nach dem Prinzip der gleichen 
Aktion und Reaktion sind die z, des Bildes 5a zwar den z, der Gl. 12, 12’ absolut 
gleich, aber ihre positiven Richtungen sind einander entgegengesetzt gerichtet. 
Betrachten wir das Bild 5a, in welcher ein Elementarelement mit dem Öffnungs- 
winkel dp dargestellt ist, so ergeben sich die 3 Gleichgewichtsbedingungen 


— N + 9 tm (+ An) In = 0 (20) 

een (20b) 

+ Qn + an (1 0) + Mn — an nn — An (1 + Ay) (Amt Er) pn = 0 (20e) 
mit =." mt, 


aus welchen durch Elimination von Q, 
+ mn Uta Hl (21a) 
und 


a =, ln) tan nit (21b) 
'olgt. 


Bild 5a Bild 5b 


Eine einfache differentialgeometrische Betrachtung des Bildes 5b ergibt die beiden 
elastostatischen Bedingungen 


N, 
tun ln 22 
l N N N ED ( a) 
’ [27 = M 
und + =n(l- 5), (22b) 


I 
S 
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- 


; J 
wobei nn 5 bedeutet. Setzt man die daraus durch Differentiation 
An En 1 en) 


folgenden N„’ und M,„' und Gl. 22a selbst in Gl. 21a,b ein, so ergeben sich die 
beiden simultanen, linearen Differentialgleichungen 


je 
Ip nt Ze = 17 Ze (l &n) r, , [(1 HA) (Pn—Ty, n) — iu] (23 a) 
AB 
(1 4%) by — KAnIn + = E m [(1 ZB An)? Tp,n I 7] . (23 b) 
nEn 


Differentiertt man Gl. 23a einmal nach 9, so haben wir mit Gl. 23b zwei Be- 
dingungen, aus welchen wir v7,” und r„' auf algebraischem Wege ermitteln können. 
Vergleicht man diese beiden Lösungen, nachdem man vorher r„' zweimal differentiert 
hat, so ergibt sich 


mX (£„) en 


a? 7 d? Mr EEE IN, VI 
3 (a + tn Burrle ) — by { at, = bh, = 


dp? 
= — an Yan — D; n. (24a) 


Berechnet man hingegen aus Gl. 23b t,’, bestimmt daraus durch zweimaliges Ab- 


leiten I und setzt diese beiden Differentialquotienten in die einmal differentierte 
Gl. 23a ein, so Mar 


v 
r RL DR VRR, 
D (r.)= mtmtz (nd m )I=rn + 2m + m= 

=Yunt  —— D,, N (24 b) 
In die-en beiden linearen Differentialgleichungen bedeutet 


2 


2 F En Ta le An) (1 — &,) Pn + 
ll ze An)? Ty, nt (14 An) (Ant En) Ty, Al (25a) 


4 
An (l— En) 
KO Te 
EnJIn 


und 
an n(l— En 
ID cle, 


= 
2,n = — Tun + (1%) (Pr — Tp, „)] . (25 b) 


Um das allgemeine Integral von (24a) zu finden, müssen wir zunächst von der 
dazugehörigen charakteristischen Gleichung ausgehen. Sie lautet 


Bl, 0 
und hat die 3 Doppelwurzen ,=0, ,=+1i und a,=—i, so daß vorerst 


tn = An On — An sim P + Ann: cos +9 (0, +6,sinp+ (,cosp)+ntin (26a) 
wird. 
Das partikulare Integral n7:,n findet man am einfachsten, indem man, entsprechend 
dem Aufbau der linken Seite von Gl. 24a die zu „+4"=Yr,n gehörige partikulare 
Lösung 
NY sing [vn 00sp dp cos p [vun sine do 
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auf sich selbst anwendet. Man erhält so, indem man vorerst durch wiederholte 
partielle Integrationen Vereinfachungen vornimmt 


ned Ns, (27 a) 
wobei 


1 : l 
= sin [ap [Bun-sinpdp+ 2 cosp [ap | Bun-cospdp (27b) 


1 
Ni. cosp | Dr,n-sinpdp—. sing [ By, n- c0s@ do (27e) 
und 


a 19 [ B.,.ndo - (27) 


bedeutet. Setzt man darin für ®,„ die Werte der Gl. 24a, 25a,b ein, so erhalten 
wir nach mehrfachen Umformungen durch partielle Integration endlich 


— 2 (1 Zn) yf 
=; En Im 


Be NEE 
En In 


ea Eee nn 


II + int Ent %n| 1—&)] I 


+ +2, nn ten] Il HH A) Far 


„(uee) (1-2) 
ee Tr nette, (28) 


wobei man un Integralausdrücke Ge ee u.J0, bzw. ET en, E- 


aus Ne Bau 22 er erhält, indem man statt ®,,„ die Belastungen 7, bzw. 7y,n 
setzt. Außerdem eilt 


I, 1=eosp | pneospag + sing [msinpag— [map (29a) 
ee ; 1 
np = 5 sino do mneosp dp—. cosp [dp [musinpag. (296) 


Um aus Z, die radiale Verschiebung r„ zu erhalten, bestimmen wir zunächst aus 
den Gl. 23a,b r„ auf algebraischem Wege. Es wird 


4 


N 1 alte 1 IV a 
In e | „4 in [2 | .) 73 er E (1m)? Kae IE re (30) 


Differentiert man Gl. 26a zuerst zweimal und dann viermal nach @, setzt diese- 
Ausdrücke ein und integriert, so wird 


1—, 1— 
1 + (An 0,)sing+ (As DE ” 0,) 00sp+ 
+0,9sinp — Q,9cosp mn, (26 b) 


wobei 


a HUT roh (31a) 
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mit 
Un: 2 1 
= sing [ap [®,. oospdp+.cospfap|®,. sin@gdgp (31b) 
TER = ing [®, are sinpdp+cosp | ®, n-cospdo (ale) 
il B,ndp (314) 


bedeutet. Setzt man nun für ®,„ die Werte der Gl. 24b, 25a, b ein, so erhalten 
wir nach mehrfachen Umformungen endlich 


ar (1— &n)” 


ee Me) (+) In Innot aa 
a, (1 — en) (14 An) 
m IHRER, le &n) (1 +4). TE IRRE, 1a — Inas))— 
N 1— N 1 An, 1 in 
MH) (td. (32) 


Ey In 


Die BERSERDISS Ne m u. Is bzw. me I, u. IRuR ergeben sich 


analog aus a u. Pe, indem man darin statt ®,,„ die 7, bzw. %,n 


setzt. Außerdem bedeutet 
1 
Jh Eu sing fr cospdy + eosp [pn sinpdo (33 a) 
Dr 1 
= sing [ap [msinpag+ 5 eosp fap [pucosp do. (33 b) 
Zwischen »:,n und n,,n besteht die Beziehung 


4 3 
' x ‚ ZZ min ln) Fr’ ‚ 
I a EN 1 = (m, a nt, 2 { _ 5, F . 7. (1 =: /n) (Pr — Ty, al 7 


(34) 


4 2 
l—e a 
= n _ fe | 1 r An)? Ip, n] dp Ö 


Setzt man t, und r„ und deren Differentiaiquotienten in die Gl. 22a, b ein, so er- 
halten wir die Schnittkräfte" N, und M„. Es wird 


3 3 r 
Anl en) ’m ne - (0, sin@-+ (0, cospQ)+C+0, +n,n+Nr,n (35a) 


Eud% 14% 
2 Mi . 
An —En r 2 
— M. C,sin@-+-(, cos 0, — +4 Yrn. (35 b) 
E n -,& p p) — ı Nen Ir,n 
Aus Gl. 20c in Verbindung mit der ersten Ableitung der Gl. 35b folgt 
3 
allen Km. ; BE en " ' 
u s 2) — Nt,n— Nr,n — 
EnJIn Se 1+%n = = ; z ö $ 


3 
an (1—&n) Xn 


2 +(1+%) Tn, „] . (35 e) 


x 
9* 
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Diese Schnittkräfte N„, M„ und Q„ sind also von den Ay On, Asn und A,,n un 
abhängig. Handelt es sich um eine vollkommen starre Spante, ist also HM», 
so sind bei endlichen Lasten die inneren Kräfte ebenfalls endlich. Es verschwinden 
daher die 7 und die Glieder mit %, im Nenner. Gl. 35c geht über in 


— (,sing + (,coso=0. 


Da diese Beziehung für jedes @ gelten muß, wird (,—0 und 0, = 0, woraus aus 
Gl. 35b C,=0 und aus Gl. 35a endlich O=0 fulgt. Geht man mit diesen Er- 
gebnissen in die Lösungen (26a) und (26b), so reduzieren sich diese für die voll- 
kommen starre Spante auf 


tn = Gy dm — A&n-sin@ + Ay,n’ 608 p (36 a) 


In + Ag „-c0os@+ Ay,n sing.) (36 b 


Man eıkennt daraus ohne weiters, daß A: „ u. Ay„ die Verschicebungskomponenten 
des Koordinatenursprungs der Spantenebene sind und d,„ den Drehwinkel der letzteren 
bedeutet. Da nach den Gl. 35a, b, ce die inneren Kraftwirkungen nur von den Kon- 
stanten O,. C,. C, und von den partikularen Lösungen 7 abhängen, kann man sich 
den Verschiebungsvorgang folgendermaßen veranschaulichen: Man fixiert den Spanten- 
kreis auf seiner Ebene. Hierauf trägt man von diesem Kreis die von den N, My, Qn 
und somit von O,. C,. O0, und 9,n: NYr,n abhängigen elastischen Verschiebungen 


ze =o(C,+(,sin@g +6, eos@) 4 Nin (37a) 
n—1 mn | ‚ 
mel, K i sin@—@ cos e) ei Oo cosp+Y sing) Een (37 b) 


ab. Vollführt man dann mit der starren Spantenebene die durch 8,, Ag und Ay 
beschriebene ebene Bewegung und überlagert die dazugehörigen {„ und r,„ mit den 
t„ und r„ der Gl. 37a, b, so erhält man die vollständigen Werte für #, und r,„. 


Da das Ö,„ an der starren Spante keinen Beitrag für die Radialverschiebungen 
liefert, ist CO in Gl. 26b ständig Null. 

Durch den Beiwert x, wird der Einfluß der Achsdehnungen auf den Rechnungsgang 
erfaßt. Vernachlässigt man letztere, so wird wegen ,=® auch x, = 0, wodurch 
die Rechnung in vieler Hinsicht einfacher wird, 


‘) Man kann sich das Starrwerden der Spante auch so vorstellen, daß diese von der Schwer- 
achse aus in radialem Sinne nach beiden Richtungen wächst. Da auf der Innenseite dieses 
Wachsen durch den Kreismittelpunkt begrenzt ist nnd da der Endpunkt des Trägheitsradius 


Fi 
N . . . . = 

a y nie aus dem Materialbereich herausragen kann, wird der Grenzwert lim r=q,. 
n >@® 

Dabei müssen die Dieken der Spante gegen den Kreismittelpunkt allmählich &-groß werden, 

damit bei der Erweiterung der Spante nach außen ins Unendliche die Spantenachse als 

Schwerachse erhalten werden kann. Für eine unendlich große Scheibe wird das Exzentrizi- 


tätsmaß ®,, bedeutungslos, so daß lim x,—=1 wird. Es ist selbstverständlich, daß bei diesem 
re) 
Vorgang auch lim J, =» wird. 
> 


Mit diesen Grenzwerten erhalten wir aus den Gl. 35b, ce die beiden Beziehungen 


0,sinpP +(,c8 9 =— 0, 
— Gc0sP + C,sing=0, 
aus welchen sich ,—=— (, sing und ,=— (0, ergibt. Setzt man diese Ergebnisse in 


Gl. 35a ein, so folgt weiters Ü=0. Gelit man mit diesen Werten mit *,„=1 in die Lö- 
sungen 26a und 26b, so folgen wieder die Gl. 36a, b. 
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b) Der geschlossene Ring 


Die bisherigen Betrachtungen gelten für jede kreisförmig gekrümmte, segmentartige 
oder geschlossene Spante mit konstantem Querschnitt, ganz gleich wie diese ge- 
lagert ist. In der Folge behandeln wir aber nur den Fall ausführlich, bei welchem 
die geschlossene Spante unter Einwirkung der 7,, Ty,„n und 9„ im Raume schwebt. 
Wir nehmen zunächst an, daß die an einer geschlossenen, kreisringförmigen, frei- 
schwebenden Spante angreifenden Belastungen 7,. %,n und 9, in Form von ana- 
lytischen, stetigen Funktionen mit der einfachen Periode 27 gegeben sind, 


Da 7,, 7y,n und 9, im Gleichgewicht sein müssen, erhalten wir die 3 Beziehungen 


9 +27 p9ı+27 
— (mip- u es ne do=0 (38a) 
pi pn 
Pasa pı+2r 
— (mesinpdp+(ta) [pn et + fi „sinodo=0 (386) 
pı pi 
9 +27 9 +27 Bu ie 
— [tneospdp — (1+4,) [pusin p do— (1 +) [%, „Sinpdo=0. (38e) 
Pi pi pi 


Hat /(g) die Periode 27, so ergeben sich durch aufeinanderfolgende partielle 
Integrationen die Formeln 


F 2 
pı+2?7 Yır2r 


[rw ‚snpgdpo=(— | f- sin (r+ v a do (39a) 
P1 Yı 

Ir yı+27 

! f".cospydoe=(— ef f- cos (o+ v = do. (391) 
Pı Pı 


Bilden wir hingegen mit Hilfe derselben die 3 folgenden Integrale 


2 9 +27 pır27 


Yfı T=& we = > | 
fe. a nn Sen | fr do — (1-+ 4)? J Tp,n ir) — 0 (40a) 
© n?’n 
Pı Pı pP 
p,+27 9 
a An (1 —&) 2 2% In] 
Io —= a ZU 
IK sinpdo Ta, ß ( En) an 
p1 
9+27 9 +27 91 +27 
. fmsurap+u +4.) [pnsosp ap + Mn) fr. usnpa) —=( (40b) 
Pı Pı 9ı 
pıt27r b) 
an En)| 2 De), 
IKZ ncospdpy= Er . £ (1a) + = 2 


Pı 
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yır 27 pı+2r pt? 
| [nsinpapg—U +) [meoswap-u+m [msingan|=0, (40) 


Pi Pı Pı 


so ersehen wir, daß diese Null werden, da die in den eckigen Klammern stehenden 
Integralsummen nichts anderes als die Gl. 38a, b, c sind. 


Die Bestimmung der Konstanten des allgemeinen Integrals (25 a) gelingt nach diesen 
Vorbereitungen sehr einfach, wenn man berücksichtigt, daß /, die Periode 2x be- 
sitzen muß. Es gilt also für jedes 9, 


mp, +2) np). (41) 


Setzen wir darin Gl, 26a und 27a ein und berücksichtigen die Gl. 40a, b, c, so 
folgt die Bedingung 


9 +27 9,+27z 


K - 1 
270+ [ap | Pundp+ sing, 220,43 [ao [oun-snnag| + 
Ppı 5 e 
oe, 
+ c08 9, 2044 far fo. eospag|=0 (42) 
Pı 


Da die Integranten Pı, n PD; n-sinp und BD; „cos ebenfalls die Periode 27 haben, 
nehmen die Integ ale für alle Grenzen, die sich um 27x unterscheiden, denselben 


Wert an. Man ze daher für die letzteren zweckmäßig 0 und 2. In Bild 6 ist 


Ba NN, sinpdp 


dr, sing 


Zr 22/f 
Bild 6 


diese ‚Überlegung für das Integral des zweiten Gliedes zeichnerisch erläutert. Be- 
rücksichtigt man, daß Gl. 42 für jedes @, gelten muß, so ergeben sich die Kon- 
stanten des zweiten Teiles der allgemeinen Lösung (26a) zu 
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27 27 
1 1 
0,= 5, dp [Brndp= 5; [PPıundo (43a) 
0 0 
27 27 
1 1 
= —,, [dr [Buusinpäg=,, [PPunsinpdg (43 b) 
0 0 
27 27 
ee. IST E 
=; für [Brncospdp=;; [oPunoswdg, (43e) 
v 0 


wobei sich die zweiten Formen aus Jen ersten durch partielle Integration ergeben. 
Für E,=®, was einer starren Spante entspricht, wird ®;„ und somit auch 7:,n 
und O,, 0,, C, Null. Wir erkennen also wieder in Ö, die Verdrehung und in A: „ 
bzw. /,n die auf das Koordinatensystem &, 7 bezogenen Translationskomponenten 
der erstarrt gedachten Spante. 

Wir entwickeln nun die auf die Spante wirkende Schubkraft x„,7, und die äußeren 
Belastungen p„ und zy,n in Fourier'sche Reihen. Es wird 


e- e3 De 
En tn — Xn— Tn,o+ Tn,ısinpg+ Tn,160sp+ IK Tn,zsinkp+ Ik Tn,xcoskp (44a) 
2 2 


ee an __ [6 0) 
Pn= Pn,o+ Pn,ı cos 9+ Pn,ısinp+ Ik Pn,xcoskp+ Ik Pl x sinko (44 b) 
2 2 


ur. @ Se 
Tp,n= Tp,n,0+ Tp,n,ısinp@-+ Tp,n,ı60sp + YKTy,n,nsink@-+YKTy,n,nc08kp, 
2 2 (dc 


wobei wir die jeweils ersten 3 Glieder 1. Welle nennen wollen. Setzen wir diese 
Reihen in die Gleichgewichtsbedingungen (38a, b, c) ein, so ergeben sich, da alle 
dabei auftretenden bestimmten Integrale bis auf die 3 folgenden 


27 2r 27 


[ür=2n und [sr rar- cos’pydyo=n 
: en, 


verschwinden, die Beiwerte der 1. Welle der Entwicklung (44a) zu 


M,„ 


Ton + An)? Tp,n,o = ne (45 a) 
1 — ; Pen EN 
Inı= m A) (nt Dan) Sn (45 b) 
m m Pin = 
Ti tm 4A) Fri Ten ten (45 €) 


wobei Mn, Pin, Pr,n die auf das Achseukreuz &,n bezogenen Komponenten der 
Resultierenden der an der Spante angreifenden äußeren Lasten p, und z,,„ bedeuten. 

Belastet man die Spante nur mit den 1. Wellen der Entwicklungen (44a, b, c) das 
heißt, man setzt die ersteren in die rechten Seiten der Gl. 24a, b ein und faßt die 
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in der Gl, 44 übereinanderstehende Glieder zusammen, so ergibt sich unter Berück- 
sichtigung der Bedingungen (45a, b, c) 


Dun; Br,nı=d; (46 a, b) 


womit nach -den Gl. 26a,b n7:,n,1=0 und 7,,n,1=0 wird?) und weiters nach den 
Gl. 43a, b,c auch die Integrationskonstanten C,, C,, C, verschwinden. Man erkennt 
also, daß sich die tangentielle Verschiebung auf 


In = Tin u = As, „" sin + Ag; n C0SY (47a) 


und die radiale Verschiebung r„, auf 
mm Asn:608sp + As n- sin (47 b) 


reduziert. Mit diesen Verschiebungen werden die Schnittkräfte N„, My, Qn Null, so 


daß sich für diese Teilbelastung die Spante wie eine vollkommen starre Scheibe 
verhält. 


P„,n:cosko, Ty;n,vsinkp und — Tn,xcoskQ9, P,xsinkQp, Ty;n,rc0oskp, so 
ergibt sich aus der rechten Seite von Gl. 24a die dazugehörige Funktion ©; „,. in 
der Form 


Din, = (An, IC Tn, Ki B,, BAD Ser Ch, k Ty, n, %) sin ko in 


= A,, k Ta, ee By, 0 P,, kt Cy, k an n, x) cos ko (48) 
mit 
3 2 
nl — en . 
An,k= A Sum n) sina-[ | — mA? + %n(1— &n) %k*] (48 a) 
En In 
4 
m (l+A 
B,r=— 5, 7, a) [1-F #4.%2] (48 b) 
4 
1) (+4 
C,, m 3 En J n) — (ST An) is (An Sr En) k? — “nl —&n) k#)]. (48 e) 
Innen 
Benutzt man die bekannten Integralformeln 
1 
fsin kp.cospydpy= — 1 (k coskp-cosp + sinkp- sing) (49 a) 
RR: 
Jeoskp- sing do=-+ an, (ksinkgp-sin@ + cosk@-cosY) (49 b) 
De 1 i 
fsin ky-sinpdo—= — @_1 (k coskp-sinp — sin kp-cosg) (49 c) 


5 n 
fe: kp-cosp en (k sin kp - c0s@— coskgp-sin go) (49 d) 


so folgt, daß die in den Gl. 40a, b,c auf der linken Seite stehenden Integrale und 
nach den Gl. 43a, b,c auch die BIRREN 0, verschwinden. Die zur kten Welle ge- 
hörige Lösung von 4, wird also wieder periodisch. Setzt man nun die Gl. 48 in 
Gl. 26a ein und formt mit Hilfe der Gl. 49 die Ergebnisse um und bedenkt, daß 


der erste Teil t, der @). 26a schon für die Kennzeichnung der 1. Welle verbraucht 


?) Der Index 1 soll die Zugehörigkeit zur 1. Welle festlegen. 


Belastet man hingegen die Spante mit der kten Welle, bestehend aus — T„,;-sinkgo, . 
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ist, so ergibt sich die zur Akten Welle gehörige tangentielle Verschiebung in der ein- 
fachen Form 


P; n,k 
ne 50 


tn, {== 


wobei der Zähler durch Gl. 48 gegeben ist. 

Man hätte die Lösung (50) auch direkt aus Gl. 24a durch formale Spekulation 
finden können. Dadurch wären aber die für die Folge wichtigen Zusammenhänge 
zwischen allgemeinem und partikularem Integral nicht so überzeugend zu Tage ge- 
kommen. 

Weisen die Belastungsfunktionen Unstetigkeitsstellen auf, so legen wir durch jede 
von diesen einen Radiusvektor und zerlegen auf diese Weise die Spante in u Sek- 
tionen. Für jede von diesen besteht ein Lösungspaar (26a, b). An der Berührungs- 


Bild 7 


stelle »— 1, » zweier benachbarter Sektionen »— 1 und » muß die Biegelinie punkt- 
und tangentenweise stetig verlaufen (siehe Bild 7). Es folgt also 
nv ı nv 0 (5la) 
"nv —1 In» = 0 (51b) 
ee nv—1 ze m, v— 1) 77 = not In, ) =0 oder U el — 0. (le, c') 
Stellen wir für die beiden der Sektionsgrenze v» — 1, » unendlich benachbarten Punkte 
v—1,v; rund»—1,»;!nach Gl. 26b die beiden r,„ auf und subtrahieren sie von- 
einander, so fallen die für alle Sektionen gleich großen Ö,, A: „ und A,n heraus 
und wir erhalten 
1—%, . = 
(O3,  Voaeze O3, ») Bi sSNQ,- 1,» u 1,» COS 9, — ‚.) I: (52 a) 
l— x, 


l+%n 


Analog ergibt sich für die entsprechenden r, 


| 


cos ®% — 1,9» — Pr — 1,v SIN @, — 1.) — (o—1 = Nrr)oy 1,2. 


+ (0,1 0) 


008 Pr, Pr inne) — (52 b) 


2 
1+x%, 


9) r r 
—= (O3,»-1— C3,,) 1; sin Miu tm - lv ._ m.) (Mn) »—L,p 


zn 
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Daraus ‚folgt durch Auflösung 


Gl 
ae, | Be | 
EN ,v - IT Nr = COS, _1»— Py — sin @, _ 
an 1 le if, P%-1,9»  Mm—1rv mir]. 
: ni ) 63. 
= ’ on eye & 
SF nt Nr], 5 er 9, 1,v+ 9% 1,v %-1,n 
03,2 ı— 03, ,= 
Pr ! \ Se : 
E m Sn 9% - 1,» COS 
N Be 1 el ee "%-1vtW-1, D—la 


1 2 
N re m 0 2 O2, 
ner, le: 1 22 BEER ver: Sm, er ot ) 

nit 


A LO 


Ne t Ts vz2 d.h, 


(14)? 


wobei wir bei der Sektionsgrenze 1, 2 begannen und im Sinne der positiven @ bis 
zur Grenze u— 1, u vorschritten. Die Sektion u ist dabei immer diejenige, welche 
vom Fahrstrahl 9=0 geschnitten wird. Handelt es sich um eine geschlossene Spante, 
so haben wir bei der letzten Sektionsgrenze u, 1 zu beachten, daß zu deren links- 
seitigem Randpunkt u, 1;! das Argument 9,,ı und zum rechtsseitigen Randpunkt 


4, 1;r das Argument 9,1727 gehört, so daß hierfür die den Gl. 52a, b ent- 
sprechenden Beziehungen die Form?) 


ar Co COS Pu 1 an (3, u sin Pu Nr, u Zn | 2 
PYu,1r27 Pu, 


1l—x 
u; (O2, u = 03 ı) ( ns sin Pu, iP Pu,1 608 Pu,! == 


L \ 
TE (O3, u 03, ı) F X cos Pur Put sin P9u,1) (54 a) 


H 
An 


R r 
— 77 OÖ; u Sn Pu,1 an C3, we0S Pu, ı Nr, u 


r 
N 


Pu,l +27 Pu, 
2 
Fr (O3, = 03, 1) 1 x COS Pu,1 7 Pu,ı SM Du, ı) + 
”n 
SR 
+ (03,4 — 03,1) I; sin 94,1 + Pu,1 608 @y, ) (54 b) 


annehmen. Bestimmt man daraus O3 „— Os, ı und O3, .—C3,ı und addiert dazu die 
4 — 1 Lösungen (53a, b), so fallen alle Differenzen C,_ | — CO, weg und wir erhalten 


2 lineare Gleichungen mit den zur Sektion u” gehörigen Integrationskonstanten O2, u 
und Ca, als Unbekannte. Die Auflösung ergibt 


N 


RN: 1— h 
Ce Io. 1 Sin Ag, ) Art Fe + sin? Pu) 7 (55 a) 
N 


’) Bei den segmentartigen Formen, z. B. Bogenträger, sind die statoelastischen Verhältnisse 
an den beiden Enden heranzuziehen. „Links“ und „rechts“ gilt für einen im Mittelpunkt 
auf der Zeichenebene stehenden zur Peripherie blickenden Beschauer. 
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l--%, ER 4 
C3 u u 5 1, Ir cos? Pu) 4, + (ou ar >: sin 2 Pu, j Asn (55 b) 


wenn 
1 v=u+tl 1 ; : er 
a y = ae a sp pen) + 
| - 
+ (M,9» 1 — Nr, ») Des sin®-+_@cos o) ae (95) 


7 1 r=u+l N Be 
Bo Z N — M,o»—1— Nr,») er "sinp+pcosp) + 


We , 
Ms Me — 55d 
+ (mw—1 LE ern cosp — psinp LER (95 d) 
bedeutet. Aus Ca „ und O3 „ ergeben sich aus den Gl. 53a, b die übrigen C, und (, 
durch einfache Differenzbildung. 


Für die Bestimmung der ©, müssen wir die Bedingung (5la) heranziehen. Wir er- 
halten zunächst den Gl. 52, 53 entsprechend 


Ge = EN (© v—lL 053 „) sin WR a (O3, 1 ng O3, ») 005 9, — 1,» — 
1 


Er —1,v 


In, a N »lo,_1,» v=1,2,...n. 52) 


Stellen wir noch die den Gl, 54 analogen Bedingungen auf und addieren die daraus 
folgende Differenz C),ı— Cı,. zu den Gl. 52’, so wird 


un v=m-+l1l 
u,1 7 5 
C,u= n (O2,-1 Es Ca, ,) SIN@r_ 1,» Ar 
= 
+ (Ca Se (3, > cos Br Ze Rei Su Ni»le,_ı, ’ (55) 
’y—-1l,v 


worin die bereits errechneten O, und C, einzusetzen sind. 

Bei den -Bildungen ist der Zeiger «+1 durch 1 und @,,ı durch @, zu ersetzen. 
Außerdem werden die N%,u, Mau und 774. mit dem Argument @, + 2 gebildet. 
Sind die Belastungsfunktionen. wieder stetige Funktionen mit der Periode 27, so 
sind alle 9,» —ı -M,», = ne mr 0 bis auf die zur Anfangsgrenze @,,ı 
gehörigen, welche nach den Gl. 27 u. 31 die Werte 


27 27 


1 
Nu Ni zn P, ıJ fir fo. nuospdpt.cos O2 ı [ar [®r „sinpdo 
) 0 
27 27 
Ä ' 1 Br i 
Dei = 5, cospuı [dp | Din cospdp — sin au [ar | Br sinpdo 
f) 0 


annehmen. Da wegen 
ee 2 je 
Aı TA Dr, Km X9: = PD, 
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mit der Benutzung der Gl. 39a, b die Beziehungen 


27 27 

far [Bm eospdy = — far [BuneosPdr 
De 0 

Ir 27 

far fOrsinp dr = - [av [®,. sinpdo 
0 0 


folgen, erhalten wir aus den Gl. 55a,b für CO, und C, die Ergebnisse der Gl. 43b.c. 
Da 


Pr4 27 
1 
mu—nı=— [ap [Pundp+z [av | Puncoswap 
0 0 


wird, ergibt sich aus Gl. 55’ endlich wieder das Ergebnis (43a). 

Es ist klar, daß bei der geschlossenen Spante auch die unstetigen Belastungen 
Ta, T%p,n und 97 im Gleichgewicht stehen müssen und in Fourier'sche Reihen mit 
der einfachen Periode 2% entwickelt werden können). Auch hier lassen sich die 
Beiwerte der 1. Welle der Schubkraft &,7, durch reine Gleichgewichtsbetrachtungen 
aus der Resultierenden der äußeren Lasten z,,„ und 9, bestimmen und auch hier 
verhält sich die elastische Spante wie eine starre, wenn man sie nur mit der 1. Welle 
der 7y, Ty,n und p„ belastet. Diese Ergebnisse hängen mit der Tatsache eng zu- 
sammen, daß jedes einzelne Glied der Fourier'schen Reihen für k<2 immer eine 
gerade Anzahl von Wellenbergen und -tälern mit absolut gleichen Amplituden auf- 
weist, so daß jede Welle für sich im Gleichgewicht stehen muß. Hat man die 1. Welle 
der Belastungsentwicklung erledigt, so braucht man sich für das Gleichgewicht der 
einzelnen Spanten nicht weiter zu kümmern. Man kann dann aber auch andererseits 
aus dem letzteren keinerlei Randbedingungen herleiten. 

Des leichteren Verständnisses halber wollen wir noch erläuternd bemerken, daß die 
Ny,n und 97t,n der Gl. 28 und 32 im allgemeinen von Haus aus die Periode 2x nicht 
haben. Die Integrationskonstanten O,, C, und C, werden eben so gewählt, daß sich 
die aperiodischen Bestandteile der homogenen Teile und der Störungsglieder gegen- 
seitig aufheben, so daß schließlich die den Randbedingungen angepaßten Lösungen 
periodisch mit 27z werden. Dieses Verhalten wird verständlich, wenn man bedenkt, 
daß unsere allgemeinen Integrale (26a, b) nicht nur für geschlossene und segment- 
förmige Formen, sondern auch für Spiralfedern gelten. 


D. Die durch Spanten versteifte Kragmembrane 
a) Allgemeines 


Wir legen die je Spante gewählten rechtwinkeligen Koordinatensysteme &,,n„ So, 
daß alle &-Achsen in die Anfangsebene der Längenwinkel @ fallen. Greifen an der 
unversteiften Kragmembrane die noch unbekannten Schubflüsse z, und die gegebenen 
Belastungen 9, p; und p; als äußere Kräfte an und sind außerdem noch vorgegebene 
Fundamentbewegungen s„, und Z,„, vorhanden, so folgt durch Überlagerung der Er- 
gebnisse der Gl. 14 bzw. 14’ und der Gl. 11’ die gesamte tangentielle Verschiebung 
‘) An den Unstetigkeitsstellen ist der Summenweıt der Reihe gleich dem arithmetischen 
Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes der Funktion. 


u 
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längs des Parallelkreises &,, welche der durch die Gl. 26a, 28 und 43a, b, c ge- 
gebenen Verschiebung 4 der elastischen Spante n gleich sein muß. Es wird dem- 
nach zunächst 


ven v=m—| 
N ln + % : Bm) Ko" 4% Yn° X,] Ar 23 (+ En’ Bo) Ku" + in: yr° 2 — 
vl v=n-tl 

== Ipn | In = Or u 2, nee m-—1 (56) 


b) Belastung durch die 1. Wellen 


Wir entwickeln nun die rechten Seiten dieser Gleichungen in Fourier'sche Reihen. 
Die 1. Welle der Verschiebung Zi, ist durch die drei ersten Glieder der Lösung (26a), 
jede kte Welle hingegen durch die Gl. 50 und 48 dargestellt. Diese Behauptung 
folgt aus der Tatsache, daß eine periodische Funktion nur auf eine einzige Weise in 
eine Fourier'sche Reihe entwickelt werden kann. Vereinigen wir die 1, Wellen von 
{pn und t„, so erhalten wir zunächst 


On = — (Dn,0 — an du) —(D n,1+ 4: n) sing — (Dy.ı — Ay,n) 6059 — 


0 
en kp, n ar Rt n- N = o, Rp, N | R,, n=— On Br er (57a) 
wobei 
k=o k=r 
Rpn= er D,,x.sinko-+ en D„,ncosko (57b) 
3 k=2 
k=® 


Rıun= e 12 ea 1)? (An. vn Int Bn, Kr Pnxt On,x° Ip; n, x) sinkp + 


=: (An,k : ne m By,% 2 Pr, ar On,k Ts, N, x) cusk o] (57e) 


bedeutet und die Fourier'schen Koeffizienten die Werte 


27T 
1 ’ 1 
Dyno = A, oe Dan = fr „sinkodo; 
0 
2 
De a DR P AD: KR rn. (57.4) 
Ir 27 
1 — IR; 
Pn,s= Be fr sinkpodo; P,, ne [pn oos kodp: 
h 0 
27 27 
Is ; 1 
Tom [wma sinkpdp; 1 n, ar Ty,n,k* coskpdg 
0 0 
Karat. (57 e) 


annehmen. 7%,,„ sind als Beiwerte der Entwicklung des unbekannten Schubflusses X, 
ebenfalls noch unbekannt. Aus den Erläuterungen des Abschnittes O wissen wir 
“ aber, daß sich die Beiwerte der 1. Welle von X, entsprechend der Gl. 45a, b, c 
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direkt aus den Gleichgewichtsbedingungen (38a, b, c) der Spante n ergeben, ohne die 
Bestimmungsgleichungen (56) benützen zu müssen. Wir können daher diese zur Be- 
stimmung anderer Größen verwenden. Da es sich bei (56) um lineare Differential- 
gleichungen handelt, müssen die Fourier'schen Entwicklungen diese gliedweise ‚be- 
friedigen. Setzen wir nun nur die 1. Wellen ein, so wird — Rpn+ Rın=- O8 
und es folgen mit Benutzung der Gl. 45a,b, c die zur Membranenachse normalen 
Bewegungen Az,„, An,n und d„ der letzteren zu 


vn v=m—]1 
anal tr Bin > (a, + in Br) Pe» — 


asina — ee 
ven v=m-|l fi) 

— Nam Pin— 3) Amy Piw|+Dnn=Asnt+ Dnı=A;n (688) 
Dal v=-n-+l 


vn v=m—| 
1 
> 3 In Eh) en > (+ 2. 5) Pur» — 


zsina 
v=| v=n-+l 
von xz=m-—| e.: ) Ar 
— I, ZvrYn Pr,» I En Yon | Da, Ay | Dy'= An (58b) 
vl v=ntl 
I == ea 
l In’ da Yv Po & Dyno 
Se Nu ®M #9 ee 
2 sısiu®a 6 ar >, zu + An n n E 
v=1 v=n-+l 
nl, a... m 1: (58 c) 


Setzen wir für die a,, ß, und y, die Werte der Gl. 14 bzw. Gl. 14’ ein, so erhalten 
wir nach einigen Umformungen endgültig 


van en E v=m—| G Ei 
es 23 2 fe &) (€ %,) a DR Pi». J X —%,)  — &n) BIT 
v=| Km VENH1 Em 
en vn v=m-I In 
4m (1-+u) dx dx 
+7 | em Z&Pet I sP | Hm 
= il! v=n-+l Km 
=2: nt Dan —= An (59a) 
j 2) ven v=m—l| 2 
1-+u dx dx Does! D 
— —- M,-+ M, f == | 2 —d u ne 5 DIE 
Esin a J.m2 ; en a I 20,2% An 2 Ay “ 
m Im 


Die nicht angeschriebene Gl. 59b folgt aus Gl. 59a, indem wir & mit 7 und Dy„,.ı 
mit D„,ı vertauschen. Es bedeutet Jg, = n6,„2°sin?a das Trägheitsmoment und 
F%, = 2n%Öö„sina die Fläche eines achsnormalen Membranenquerschnittes. RB, soll 
jedoch den Flächeninhalt eines Parallelkreises darstellen. 

Die beiden ersten 2 der Gl. 59a rühren von der Biegung um die Kegelachse her. 
Die Ausdrücke sind identisch mit den Biegeformeln eines durch Einzellasten transversal 
belasteten Kragträgers mit veränderlichem J„. Die beiden letzten $ stellen den Einfluß 
der Schubkräfte unter Berücksichtigung der Konizität dar, In der Gl. 59e erkennt 
man leicht die für kegelförmige Membranen abgewandelte Bredt’sche Torsionsformel. 
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0 ) 0 
Die Teile A: „, An,n, %n der Verschiebungen A: „. Ay,n, ©, rühren nur von den Be- 
lastungen P:„, P,n, Mn der Spantenscheiben her. Sind: letztere lastfrei, so ver- 


i er 1 
schwinden die oben genullten Werte und es bleiben nur die Dia Da 15 I über, 


7 
welche somit den Einfluß der Mantelbelastungen darstellen. Bei lastfreien Spanten 


verschwinden, wegen P:„=P,n=Mn=0, den Gl. 45a, b. c entsprechend, auch die 


Ta,0, Tn,ı, Tn,ı, so daß dann überhaupt keine Berührungsflüsse auftreten. 
Wir können also zusammenfassend sagen: 
1. Ist nur der Mantel belastet, und zwar so, daß für das unversteifte Kragwerk 
längs der zu den Spanten n gehörigen Parallelkreise x, die Tangentialverschiebungen 
tp,n nur aus der 1. Welle 

0 = 

tp,n = Dn,0o + Da, ısin@ + D,„,ı cos (60) 


der Entwicklung (57) bestehen, so sind im versteiften Tragwerk alle Berührungs- 
flüsse „= 0 und die achsnormalen Bewegungen betragen 


A: „—=Dn,1 (6la) 

ur Wa De 1 (61 b) 

9, 00 (61e) 
An 


2. Ist hingegen der Mantel lastfrei und greifen in den Spantenebenen die Last- 
wirkungen P:„, P,,n und M„ an, so ergeben sich nach Gl. 45a, b,c und 57 die 
Berührungskıräfte zu 
M, 1 v% 
Ze rn ots (62) 
Data Tun TU Ay, 


) 0 0 
während die achsnormalen Verschiebungen durch die Teile A: ,„, A,,n und ®,„ der 
Gl. 59a, b,e gegeben sind. 

In beiden Fällen erkennt man, daß die achsnormalen Bewegungen der Spanten nur 
von den Spantenbelastungen P: „, P;,,„n und M„ und denjenigen Teilen der Mantel- 
belastungen herrühren, welche die ersten 3 Glieder D,,o, Dn,ı-sino, D„,ı'cos@ der 
Entwicklungen (57) für die {p „ des unversteiften Kragwerkes erzeugen. 

Aus Gl. 11” ersehen wir, daß wegen Gl. 60 auch die o,, og und r die Form (62) 
annehmen müssen, das heißt, daß z. B. die Achsialspannungen o, nach einer Ebene 
verlaufen. 


ce) Restbelastungen, genaue Randbedingungen und Konstantenbestimmung 


0 
Damit ist der Einfluß des Teiles — ©, der Gl. 57 erledigt. Um nun die gesamte 
Belastung zu erfassen, müssen wir die Bestimmungsgleichungen (56) mit 


soL On ee, pn Tt Rı,n 
als rechte Seiten integrieren. Wenden wir dann auf Gl. 56 den Differentialoperator D 
der Gl. 24 an, so erhalten wir mit Gl.46a,b und Gl. 24a die simultanen, linearen 
Differentialgleichungen 8. Ordnung 
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vn 


B2 (en 1: &n‘Pn) DN (X, = Un Yn-D" (X,)] S 


| 
v=m—\ 
in e> (dee in Po) DW (X, En In’ Y.D" (X,) Sn PD, N ae D7 (Rp,n) (63) 
v-n-tl n=1,2,...m—1, 


welche 8(m— 1) Integrationskonstante besitzen. Dabei darf nicht übersehen werden, 
daß in Den die X, 3% und Rn enthalten sind. 


Stellen wir für die achsialen Verschiebungen s, analoge Überlegungen an, wie sie 
für die 4, zu den Gl. 56 führten, so erhalten wir mit Hilfe der Gl. 11 und 13 


VEN v=m—| , 
Ö Se af 
sına |Ay >) Auer D Am Ay] + SP,n Sn (56) 
a ] #=1,2, nemzil. 


Da die Spanten quer zu ihrer Ebene, oder anders ausgedrückt in Richtung der 
Kegelerzeugenden nicht auseinander getrennt werden dürfen, trotzdem sie in dieser 
Richtung keinerlei Biegewiderstand besitzen, folgt, daß die s, entlang des Spanten- 
kreises stetig verlaufen müssen. Betrachtet man die Ansicht II des Bildes 2, so er- 


Os e' 

kennt man, daß bei unstetigem a der Winkel d, endlich groß und somit = ® 
7 

wird, was einem Zerreißen der Membrane entsprechen würde. Man ersieht daher, 

daß außer den s, auch die s’„ in jedem Achspunkt der Spante stetig verlaufen 

müssen, womit vorerst je Spante zwei Randbedingungen gefunden sind. 


Erinnern wir uns, daß die Verformungslinie eines jeden Versteifungsringes an jeder 
Stelle punkt- und tangentenweise stetig verlaufen muß, so erhalten wir entsprechend 
den Gl. 5la,b, c’ drei weitere Bedingungen je Spante. 


Stellt man für ein beliebiges Element einer Spante die den Gl. 20a, b, ce entsprechen- 
den Gleichgewichtsbedingungen auf, so erkennt man, daß auch die Biegemomente, 
Quer- und Achsialkräfte punktweise stetig verlaufen müssen. Damit sind wir nun 
auch im Besitze der letzten drei Randbedingungen. 


Die ersten fünf dieser acht Bedingungen gelten auch an Stellen, an welchen die 
Belastungen Unstetigkeiten aufweisen. Bei den letzten drei gilt dies aber nur dann, 
wenn konzentrierte Lastwirkungen wie etwa Einzellasten usw. nicht vorhanden sind. 
An solchen Orten machen die Querkräfte, Biegemomente und Achsialkräfte endliche 
Sprünge, die den konzentrierten Lastwirkungen P, M, und N, gleich sind. 


Wir legen nun durch jede Stelle, an welcher wenigstens eine von den Funktionen 


r ' [23 rt DVG [23 IV r 22 q Br 
spns SP,» tpını lEn, ten: ben, IP» Ton, Tpns Ton, 2m und p„ unstetig wird, 


eine Kegelerzeugende und teilen auf diese Weise das Tragwerk in wu Sektionen. 
Für jede von diesen gilt ein Gleichungssatz (63), so daß wir insgesamt 8 u(m— 1) 
Integrationskonstante zu bestimmen haben. 


Wir bezeichnen nun mit Af ee) 
De 


— f(%-ı,,) den endlichen Wert, um 
v— 1,v 


v 


den die Funktion f beim Übergang von der Sektion » — 1 zur Sektion » abnimmt, 


wenn die Nummerierung der letzteren im Sinne des zunehmenden Argumentes 07) 
erfolgt. Dabei ist 9,1, der Wert, den dieses an der Übergangsstelle annimmt. 
Da wir uns vorerst nur mit dieser befassen wollen, lassen wir der einfacheren 


Schreibweise wegen den Index v»— 1,» zunächst weg. Damit lauten die ersten fünf der 
vorhin beschriebenen Randbedingungen 


Gruber, Das durch elastische Spanten versteifte, beliebig gelagerte Rohr 49 


A (64 a) 
h As) (64 b) 
A) (64 c) 
Ar, =0 (65 a) 
An, (65 b) 


wobei Gl.64c u. 65a, b mit (5la, b, c’) gleichbedeutend sind. Benutzt man Gl. 22a, 
so folgt aus der Stetigkeit der N„ mit Benutzung von Gl. 65a 


Aun=0, (64 d) 
woraus wir mit Gl. 22b aus der Stetigkeit der M„ 
Ar=0 (65 c) 


erhalten. Aus Gl. 20b ergibt sich mit Benutzung der Gl.65b aus der Stetigkeit 

der Q, 

an (1 — end (1-4 An) 
EnJn 


3 
" an (1 — &n)° x, sina 


EnJn # 


Atyn: (64 e) 


Es ist zweckmäßig, in diesen Bedingungen die r„ durch ti, zu ersetzen. So folgt 
aus Gl.23a mit Gl.65a,c u. 64d die Beziehung 


ad __ mi En)? #n Sina | y' | ee 


s ee IE 
EB Eu In (mtmn) 1640 


und aus Gl, 30 mit Hilfe der Gl.65b u. 64e 
as, (1 — 8,2 sin a 
E, Im 


allen? (l + An) 
En In 


ae (Ten | 2 An (l —. &n] A SF An (1 gıE En) Ar (64 8) 


[27 


(fen 4 An) — 2% 0 &n)] Atp,n Si %n(1 IE &n) A Gern 


Aus Gl. 24a erhalten wir mit den Gl. 64e, g die letzte Randbedingung in der Form 


(1— FAR sina 


3 
VI__n 


| [en — (1 6A) (1 u “n)] A Xn— 
ee AR de AR 


Fl Se +4) 


— 2(1-— &n)] 4 7p, nn #Hn (1 — &n) A on — nl ©) A (ap 9.) j. (64h) 


+) (- en) 2+3 m] An — [An+ &n) — 


In der Folge werden wir nur die Gl. 64a,b,c,d,e,f,g,h benutzen. Auch bei diesen 
sollen der Einfachheit halber konzentrierte Lastwirkungen nicht vorhanden sein. 
Wir bezeichnen entsprechend den Gl. 57 mit R,,„ und Rryn die Reste, welche 
übrig bleiben, wenn man von p„ und 7,,„ die dazugehörigen 1. Wellen abzieht. Da 
die letzteren als stetige Funktionen bei der Bildung der Differenzen A,_ı,, weg- 
“ fallen, gelten dann die Gl. 64a—h auch für Run, Rp,n, Ryp,n und Rının- 
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Bilden wir von den Gl. 56’ die 1t° Ableitung und von den Gl. 56 die ite, 2te, 
3te, 4te und 6t° Derivierte, ersetzen entsprechend dem vorhergehenden Absatz die 
ta, pn, Pn Und 7y,n durch die dazugehörigen Reste R,„, Rp,n, Rp,n und Rı„ın 


und stellen mit Hilfe der Gl. 56' und 56 und deren soeben genannten Ableitungen 
für die Schnittpunkte der Sektionsgrenze v„—1,» mit den Spantenkreisen die Rand- 
bedingungen (64a—h) auf, so erhalten wir je Sektionsgrenze 8 Gruppen linearer 
Gleichungen mit 


rt 


AR AK, AR, AK, AR DAR AR und AR 
als Unbekannte und mit den aus den Festwerten 


' ' 7 rm Iv 
Aspn: Aspr; ARpn: ARpn; ARpn; ARpn; ARen; 
VI 2 IV r 22 
ARpn; AR,,,n» AR, ,n A Rz,,n» ARy,n und AR,,n 


bestehenden linearen Formen als Absolutglieder’). Wir wollen diese Beziehungen 
„Zwischenbedingungen“ nennen. 


Die Lösung der ersten Gruppe von diesen, nämlich die von den Gl. 56’ herrührende, 
erhält man, indem man zunächst immer die folgende Gleichung von der vorher- 
gehenden abzieht und die so erhaltenen Beziehungen jeweils durch a,_, — a, dividiert. 
Hierbei verschwinden die oberhalb der Hauptdiagonale liegenden Beiwerte, während 
alle anderen gleich werden. Subtrahiert man in diesem System wieder jeweils zwei 
aufeinander folgende Gleichungen, so wird 


Aspı—Asp.2 


’ 
AX, = (56"a) 
na 
' Asp — Asp Asp. —4s 
AR, —+ u 56") 
Ao—1 7 Oo Ag — Ao+1 
' Asp m-2— Asp,m—ı Aspm-ı 
AXm-ı =4 F 2 - (56” c) 
OAm—2 — Am-—1 Am—ı 


wobei die letzte Lösung durch Elimination aus den letzten Zeilen der Gl. 56’ ge- 


wonnen wurde. Die Lösung für die zweite Gruppe der Zwischenbedingungen folgt 
daraus formal durch einmalige Differentiation. 


Das allgemeine Integral der Gl. 63 hat bekanntlich die Form 
(66) 


wobei die Elementarlösungen I, für ‘alle Sektionen gleich sind. Daraus erhält man 
für die Erzeugende v— 1,» 


e=8S(m —1) i 
(B) 
AR,» m = A En = (O,»—ı = 07) ö AR (91,2), (66') 
oe=1 


wobei für den Grad ß der Ableitungen nacheinander 0, 1,2,3,4,5,6 und 8 zu 
setzen ist. Für die letzte Sektionsgrenze ul folgt analog den Gl. 54a, b 


9) Der Einfachheit halber haben wir hier noch den Index » 
bei Gl. 66° der Deutlichkeit halber wieder schreiben. 


weggelassen, während wir ihn 


— ee 
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Xu) (P, + 2a) — x (9,) = Bes (9 en) a (pl = 
0=8(m—|) 
+ [0.129 9 +29)—-0,:TP (pl. (66") 
1 


0m 


Setzen wir die Gl. 66’ in die zur Sektionsgrenze v— 1,» gehörigen Zwischen- 
bedingungen, so erhalten wir 8(m—1) lineare Gleichungen mit den Unbekannten 
[0.,»—ı — C,,.]. Bilden wir auch für die Sektionsgrenzen 1,2; 23,3;...u—1, u 
dieselben Gleichungssätze, lösen alle nach den [O,,_1 — C,,]® = 2,3,...) auf 
und addieren diese Ergebnisse, so ergeben sich die [0,,1— Cu] (e= 4b 23,...m—1). 
Setzt man endlich die Gl. 66" in die zur Sektionsgrenze u,1 gehörigen Zwischen- 
belingungen und ersetzt darin die ©, , mit Hilfe der soeben gewonnenen Differenzen 
[C,,ı ZU so folgen 8(m—1) lineare Gleichungen mit den Unbekannten Oo,u 
(o=1,2,...m—1). Löst man diese nach den letzteren auf, so ergeben sich aus 
[0.1 — C,,.] auch die C,,ı und daraus mit Hilfe der [0,1 — C,,,] die übrigen 
Integrationskonstanten. Durch diesen Rechnungsgang ist es uns gelungen, die 8 u (m—1) 
Randbedingungen in «u Gruppen von linearen Gleichungen mit je 8 (m — 1) Unbekannten 
zu zerspalten, wodurch die Rechenarbeit wesentlich verringert wird. 


Man kann auch die Zwischenbedingungen nach den AxXP auflösen. Wir bestimmen 
dabei aus den zu den Gl. 56’ gehörigen Bedingungen die AX,„ nach den Gl]. 56” 
und hernach aus den zu der 1. Ableitung der Gl. 56’ gehörigen Relationen die AX,„", 
wobei zu beachten ist, daß beide Gleichungsgruppen dieselbe Matrix, jedoch ver- 
schiedene Absolutglieder haben. Bilden wir mit Hilfe der Gl. 56 den dritten Glei- 
chungssatz und substituieren darin die bereits gewonnenen AX„", so bleiben m— 1 
lineare Gleichungen mit den Unbekannten AX,, übrig, welche man durch Auflösen 
leicht gewinnen kann. Bildet man aus der 1. Derivation der Gl.56 die nächste aus 
m— 1 Gleichungen bestehende Gruppe, so erhalten wir daraus mit Hilfe der A X,’ 
die AX,„". Verfahren wir mit den 2ten, Zten, ten und 6ten Ableitungen der Gl. 56 
genau so, so ergeben sich schließlich auch die Dee rPeksnneibern. 
Diesen Vorgang kann man für alle Sektionsgrenzen durchführen. Wir Zerspalten hier 
die Su(m— 1) Bedingungen in 8 u Gruppen von je m — 1 Unbekannten. 
Sind die Belastungen alle stetig, so werden alle AR Null, so daß alle Absolut- 
glieder der obigen Gleichungsgruppen verschwinden, weshalb auch alle Ax® 
(= 0,1, 2,3, 4, 5,6,8) den Wert Null annehmen. Die Randbedingungen für stetige 
Belastungen lauten also 

X (9 +2R)= X (W,) (67) 
was für jedes beliebige @, gelten muß. 
Sind die Spanten vollkommen starr, so werden die Bedingungen (64 c—h) trivial und 
es liefern nur die Gl. 64a, b reale Rechnungsansätze, was auch genügt, da in diesem 
Falle die Gl. 56 nur vom 2, Grade sind. 
Für stetige Belastungen nehmen daher in den Gl. 67 die # nur die Werte O und 2 an. 


Mit dem Gleichgewicht der einzelnen Spanten müssen wir uns nicht mehr befassen, 
da, wie in den vorherigen, diesbezüglichen Betrachtungen bewiesen wurde, das letztere 
nur von den 1. Wellen abhängt, deren Einflüsse und Eigenarten wir zu Beginn 
dieses Abschnittes erschöpfend behandelt haben. 
Nach diesen Methoden kann man für beliebige Belastungen jeweils das exakte 
Integral bestimmen. Ist die Anzahl der Spanten und Sektionen sehr gering, so ist 
die nötige Rechenarbeit noch leicht zu bewältigen, was jedoch bei vielen Versteifungs- 
gr 
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ringen und Unstetigkeitsstellen nicht mehr zutrifft. In solchen Fällen ist es zweck- 
mäßig, die Bestimmungsgleichungen entsprechend den Entwicklungen am Schlusse 
dieses Abschnittes umzuformen. 

Aus den bisherigen Darstellungen ist auch klar ersichtlich, daß die unversteifte 
Membrane durch den Einbau von biegesteifen Spanten befähigt wird, auch unstetige 
Belastungen durch reine Membranenwirkung — also ohne Heranziehung von örtlicher 
Schalenwirkungen — aufnehmen zu können, Die Unstetigkeiten, welche in der un- 
versteiften Haut auftreten würden, lösen wieder bei den Schubflüssen 7, sprung- 
weise Änderungen aus, die endlich in den biegesteifen Versteifungsringen so aus- 
geglichen werden, -daß Trennungen, Kanten und Ecken bei den Verformungen nicht 
mehr auftreten. Durch den Einbau von Ringsteifen wird also das Tragverhalten der 
reinen Membranen so grundsätzlich verbessert, daß bei unstetigen Belastungen zur 
Herstellung des Gleichgewichtes eine örtliche Heranziehung der praktisch immer vor- 
handenen Schalenwirkung nicht mehr unbedingt notwendig ist, so daß die letztere 
nunmehr als zusätzliche Sicherheit gewertet werden kann. Hiervon sind Belastungen 
mit örtlich unendlich dichten Konzentrationen, sofern sie unmittelbar auf die Mem- 
brane und nicht direkt auf eine Spante wirken, ausgeschlossen. 


d) Vereinfachung der Grundgleichungen 


Wie wir schon im vorvorherigen Absatz erwähnt haben, sind bei einer größeren 
Anzahl der Unbekannten X, — etwa mehr als drei — die Grundgleichungsn in ihrer 
zahlenmäßigen Auswertung sehr umständlich, da alle Unbekannten in jeder Gleichung 
enthalten sind. Glücklicherweise können wir aber die letzteren immer wie folgt in 
bedeutend einfachere Formen umwandeln. 


Zu diesem Zwecke führen wir durch die Transformation 


ar Y, y2 Y, 
a v | ? SB v v+1l 68 
* AB l 18 l br 1,2 Au > 
H ae 3 Y, 2 
>. e—\ v 2 v1 
Ay te | A nn 
= IL, a, 


mit den beiden, zunächst vorhandenen 
Randbedingungen 


— Jar —=0 (69) 


die neue unbekannte Funktion Y, ein, das 
heißt, wir setzen die Gl. 68a, b in die 
Grundgleichungen (56) ein. Dabei soll der 
Einsatz der 1. Wellen als erledigt gelten, 
so daß nach den Gl. 57 die Absolutglieder 
nunmehr — 2, betragen. Beachtet man 
dabei die Beziehungen (18), so erhalten 
wir für die m— 1 Unbekannten Y, m— 1- 
Gleichungen, in welchen die Beiwerte, die 
unterhalb der Hauptdiagonale liegen, bis 
auf die der letzteren unmittelbar anliegen- 
den, verschwinden (Bild 8). Die rechten Bild 8 


PER 


IE W 
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Seiten — Q, bleiben bei dieser Transformation noch unverändert. Bezeichnen wir 
diese Zwischengleichungen vorübergehend mit G, und bilden die linearen Ausdrücke 
ee Gn— An+ı 


= 70 
Annı Aa e i ) 


so erhalten wir bei Beachtung der Relation (19) ein dreigliederiges System, welches 
mit den Bezeichnungen der Gl. 17a, b,c die Form 


n [2 [27 20 
vr du—1,n—2 Den Veen nm N 
n—1 1 7 A 7 — le Ann Vom 
Ann n—1,n—? n,n—| n,n—| 
£ ’ r r 
2 en ne ÖOn—i,ni Mn A 
= n—\ A a, A A 5 ler 
n—1,n—2 n—1,n—2 n,n—|1 n,n—| 
20 rn [70 a!’ 
ie w Vin “ ORETn es n—ın m—ı.n+i1 | 
n 
ur An,n-ı Aukın Ann 
mr r n 2 
an —ı Ön,n nn Oanti A 
Zr er — A A a - ein 
n,n—1 n,n—|1 n+1,n n+1ln 
[23 123 [23 12 
dnn—i = On, n Önn on, n+1 1 an 
Er => Ware A I A n+1l,n 
Ann—ı An,n—ı n+1,n n—+1,n 
’ ’ ' r 
Y eh On - 1,n | In—ı,n Ön-I,n+i K 
Sr N 1 A Sr A 1% [ A A 
n,n—| n,n—|1 n+1,n n+1,n 
r ’ r ’ 
Sr an Ri Ön,n er Inn On, n+1 Av 
WEEZE A A An An, n—I1 
Aunı n,n—| n+1,n +1,n 
r r r 
On,n—ı Ön,n Pu, In, a 
er a 7 X; u en Anzı, n 
Aa A 1% An-ı, n 
23 2 [23 
u en On, n On, n Zen n 
+ Iu+1 EL an = A Antı,n tr 
An An n—| n+-1l,n Anz+ı, n 
r r ’ 
ni, N On, n a aan a n 
FYnr+ı >= H- A A An 
Ana n,n—1 r+1,n Anz+ı, n 
u ne e m 3 | mM ri (71) 
An,n—ı An,n-t Au+i,n An+ı, n 


annimmt, Setzt man n—= 2 und beachtet die Randbedingung (69), so erhalten wir 
die obere Randgleichung, die nur die Unbekannten Y, und Y, enthält. Da jedoch 
hierbei 2, #0 wird, lautet hiefür die rechte Seite noch 


 Agı Agı Asa Asa 
Die der Einspannstelle anliegenden Randgleichungen erhält man hingegen aus 


Gm —2 77 Gm —1 Gm —1 
Am—ı1,m—2 Am, m—|l 


(70a) 


54 


und 


\ 
Gm-— 1 
’ 
Am, m—| 
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(7Ob) 


was sich auch aus Gl. 70 ergibt, indem man n=m—1, n= m setzt und bedenkt, 
daß G„ und Gy nicht existiert. 


Es wird also mit den Bezeichnungen der 


Gl. 17a, b, c 
[2 20 2 27 
ya: | Om—2,m—3 E Om—2,m—2 ÖOm-2,m- 2 Om-2,m—1 A ar 
m—2 = Am-1l,m—2 
Am 2, m—3 Am 2, m —3 Aue Ani mo 
U r r U 
Hay: | Om—2,m —3 Om—-2,m—2 Om—2, m— 2 Om—2, m—|1 A Es 
m—2\ 7 = = Am—1,m-—2 
Am—2,m—3 Am 2,m —3 Am-ı, m —2 Am—ı,m —2 a 
123 " m 
Y. Om—2,m—2 Om—2.m-1 On 2, m 
-F m—1 A A + A T 
m—1,m—2 m—1,m—2 m,m—|1l 
n 2) n 
Om—1,m-2 Omi, mi In mi A 
ur, a, E A . m—1,m—2+ 
m—ı,m—2 m—1\,m—2 m,m-—1 
127 23 123 
Om—1,m—2 Öm—l,m-1 Om—1,m—1 A 
Ir 2 A A A Am,m-—|] =] 
m—1,m—2 m—1,m—2 m,m—1 
r r r 
de E | Om-dm-2 Omar Um—am-i| 
a en 
Anime Am ma Am,m-1 
r r 
Om-1,m—2 Dee z ill! 
= A EA a ren M— 2+ 
m—1,m—2 m—1l,m-—2 Am, m—1 
' U 
Om—1,m—2 aim een 
este — :Am,m—ıl + 
Am Am-ı,m-—2 Ami ö 
" rn [27 
Li 0) —2 —1 Om—ı1 —1 d —1 
Any © m „m 2 ‚m eb m ‚m—1 1 
. we 
Ama m2a Anm 2 Am, Mm 
r ' 
ie Y Om—2,m—ı Om -1,m-1 en m—l 
m en Au FH : Am, m—1 
m—1, m —2 m—1,m—2 Am, m—l1 
Ss Om-2 Am—ı Am—ı 
% 1 (72) 
m—1,m—2 m—1,m—2 Am, m—1 
und 
n rn m 
y' it Om-ı,m-2 _ ÖOm—-ı,m-—1 Om-ı,m—1 4 ze 
75 2 Am, m —1 
Am em Anzumaı Am,m—ı 2 
r r ' 
At Y Fe Om—i,m —2 Om—1,m—1 ee 
m—|1 A Fr A An mıT 
m—1l,m—2 m—1,m—2 Am,m—ı 
n ' 
N Om—ı m—1 » 
ei: D 5 m—l,m—1 
En A :Am,m 14 Ym\— A Be = 
m, m— | m,m—|1 
Omi 


(73) 
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Man bekommt diese beiden Randgleichungen auch aus der Gl. 71, indem man darin 
zunächst n=m—1 bzw. n=m setzt. Bedenkt man, daß das Tragwerk außerhalb 
der Einspannstelle nicht mehr existiert, so müssen wir noch 


Ym+ı =0; Im mt =0 und Am ,m = 9 (74) 
m 


setzen. Außerdem verschwinden wegen j- für die Stelle m die Beiwerte der 


Gl. 15a, b, das heißt, es gilt m 
Im—0; Pm =0; Ym =) (75a) 
Am+ı=0; Bmtı=0; Ymzı=d. (75 b) 


Daraus folgt wieder, daß auch alle 9" und ®' verschwinden, in denen der Zeiger m 
oder m-+1 vorkommt. Gl. 74, 75a, b und 69 sind somit die Randbedingungen des 
eingespannten, versteiften Kragsystems. 


Die Beiwerte der Bestimmungsgleichungen (71) und deren Randgleichungen lassen 
sich noch bedeutend vereinfachen. Aus den Gl. 14 ergibt sich zunächst 


" 1 r ll zZ dx 
De ee ü 
iz f! Be ON ne 
en Im 
Xo 
' 2(1-+ u) . d& - 
I = | 5; (76b) 
Im 


Damit erhalten wir für den Beiwert von Y.4 der Gl. 71 


i n—1 s 
: ; 1 = 1 
Pet. \: ee dx I ) da 
Area x Be a RR X %Ö, 
m. Z m 
y—1 y—1 
2 de j rd 
SE - 
An, n—1 \ % Lö An, N 21 x / 26, 
m 2m 
277 n 
r ip fkt-°) e =) AX Sen aA (77) 
n,n—1 X x) %6% 
n—1 


Dabei haben wir für das letzte Glied dr, „-ı das Integrationsinterval [%, &] 
u [10, %] und 1: %n] zerlegt. Da die ersten 4 Integrale gleiche Grenzen 
haben, kann man sie zu einem vereinigen, dessen Integrant 


v a 1 In—2 1 In—1 <y 
x a An —1,n—2 Anm Ay em 


1  _ m-—1 1 305, dx 


a 
Anni CAn,n—i Anni Ani 0x 
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nach allen Kürzungen verschwindet, so daß nur 


In 
i EN { d 
A nn li = - (78) 
E sin?a-Ann-ı% x 200 200, 
N — 


übrig bleibt. 
Eine analoge Betrachtung ergibt den Koeffizienten von Y„_ı zu 


B27 
in3 
Ba en En I (79) 
EAnn-ı Bi Jx 
z n—1 


Für den Beiwert von Y, ermitteln wir zunächst den Wert seiner 1, Zeile. Wir erhalten 


Zy—l In—1 
1 fü: 1 fü zn = d& 
An,n-ı x % 6, Dan % \ x! %0% 
Ky, Im 
n—1 Zul 
1 fü = (1 a 1 N —ı a, dx 
> De =e e | ee N ee, 
An-+i,n 2 %) 20: Anzın- 2 2 LEOL 
Km Im 
2, In 
een 
An,n—ı % x) Lo. An+ın X x) Cor 
n—1 In—1 
© 
1 \ 
1 | dx 2 
Ania % N 0 
Xn -1 
1 In—1 In+1 dx n 
N re dere le Be 
Een f\ T ‚e % le ne > 


Dabei haben wir wieder die Integrationsintervalle 


[&n , &n] und (fm, &n +1] in [am , &n— 1], [Üa—ı— m] und in [üm, &2— 1], [rn 1, 2o] 
[&n, &n +1] zerlegt. 


Faßt man wieder die Integrale gleicher Grenzen zusammen, so ergeben die ersten 
4 Summanden der Gl. 80 wie bei Gl. 77 wieder Null und der Rest zieht sich auf 


N 
l 1 N lg 
| a ı- ” or 
z N 


n,n—1, Bi 
nl 
j Dil; RR 
le 
Ann 1 An+1,n J x % 0.0% (8 
n 


zusammen, wenn man bedenkt, daß 


1 1 XL ıl Ti! 
Ann-ı % en FE 1- 


Gruber, Das durch elastische Spanten versteifte, beliebig gelagerte Rohr 57 


ist. Beachtet man bei Auswertung der 2. und 3. Zeile, daß die Indices derselben 


. * * nm 
aus denjenigen des Beiwertes von Y„_ı durch Vermehrung um 1 entstehen, so er- 
halten wir 


’ 1 we / d 

En —ı L 
= Bl er 

nf. =) %c ah 
En 
Intl 
1 In Intl dx 
—ııı 1 a: 


% 


(82) 


Fassen wir in den Gl. 81 und 82 wieder die Integrale gleicher Grenzen zusammen, 
4 n rn 
so wird der Beiwert von Y,„ 


In ; Cy-+1 j 
Ft er 2 (el dx " 3 fi: za dx 
Esin?’«a 1 2.1 20% % | 26% 
( 


1 Be 


wenn man beachtet, daß nun auch 


1 1 In 1 In-t1 
rt 
An+ı,n % An +1,n An+ı,n 


ist. 
Eine analoge Betrachtung liefert den Beiwert von Y,„ zu 


= Zn-+1 
z, _ lt ee In+1 dx 83 
Bee, nEnie| 42% =. EB | 2 
Anni), x An+i,nz, Oz 


Die übrigen Koeffizienten folgen aus den bisherigen durch Indexvermehrungen. Die 
Mittelgleichungen von (56) nehmen nun nach einigen Umformungen schließlich die ' 
übersichtliche Form 


Ay, 27) 
7 Ay— [ dx Au SE u) o "dz 
Mn+ı: = / (2 — &-1) @ —%) FE M„-ı°- — 1-0 ee 
nn—i ni u A n—1 es - u 
&y ’ nt ’ 
„ a %c a „A%X 
— Mn 5 - (& — &n—1)” Er 5 : (# in+ı) 7 Sr 
h n,n—Ig,_1 x Ant i,nz, x 
In 0 nl 
ER RE RR u er 
+2 ul“ Derr - 
a n—1y, Deren N x 
Zn+l y-+1 
" | dx TR 9 AT, 
Mu. Fe) ( — 41) gm u re An Im FRE 
n+1l,n Cy ae n En # 
E - m | On In = = 
JT An, n—1 Ann—ı An+1, n An+iı,n 


Bes ER. 7 
Ja =nÖrm Sina; mM=% Sina; Mn—=—- In (84) 
n 
an. 
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Die obere Randgleichung erhält man daraus für n=2 unter Berücksichtigung der 

Randbedingung (69). Wertet man die Gl. 72 und 73 auf dieselbe Weise aus wie bisher 

Gl. 71, so erhalten wir die beiden Schlußgleichungen, welche sich auch aus Gl. 84 

ergeben, indem man darin n„—=m=1 bzw. n=m setzt, die Randbedingungen (74) 
m+l 


berücksichtigt und beachtet, daß wegen Gl. 75b alle [ in Wegfall kommen. 


m 
Die linke Seite der vorletzten Gleichung ist 3gliederig und hat dieselbe Gestalt wie 
in den Gl. 84. Ihre rechte Seite ist jedoch der der Gl. 72 gleich. Die letzte 
Gleichung ist hingegen nur 2gliederig und lautet 


Bu en 
„ Am—1 dx 2(1-+ u) 9 dx 
Mai (a — m-—ı) Bam) Un 5 Am-1’dm ee 
m,m—1 mi x m,m—1 a 3 
Im 77 
7 Am dx 2 (1 u) 2 dx 
— Mn ST era en) J F Mm‘ 7% Am—1' Im Ten 
= Q x = = x 
m,m—l BE m,m-1 
E OR —1 


Z. (85) 


7 Am,m-—ı 


Handelt es sich um vollkommen starre Spanten, so verschwinden in den Q,„ die 
Ri,n, so daß aus den unveränderten Gl. 84 mit den dazugehörigen Randgleichungen 
die Unbekannten M„ bestimmt werden können. Es sind also simultane, lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit 3gliederigen Formen zu lösen. 

Sind hingegen die Spanten elastisch, so wenden wir auf die Gl. 84 und deren 
Randgleichungen wieder den Differentialoperator D an. In den Absolutgliedern wird 
dabei bei Berücksichtigung der Gl. 46a, b für die verschiedenen (2 


D(2,) =— Din+ DiRr.n) en ae: (S6) 
Da nach Gl. 24a 
BD; na Han = Y2,n 


ist, ersieht man aus den Gl. 25a, b, daß in den D, „ die X,, 28 und x enthalten 
sind. Übt man auf diese die durch Gl. 68a und deren 2ten und 4ten Ableitung dar- 
gestellte Transformation aus, so erkennt man, daß dann in der rechten Seite der 
nen Gleichung von (84) Yn_2, Yn-ı, In, Ynrı, Yn +2 und die 2ten und 4ten 
Derivierten derselben auftreten, so daß wir ein System simultaner, linearer Diffe- 


rentialgleichungen 8. Ordnung mit 5gliederigen Formen zu lösen haben. Wir wollen 
es 56” nennen®). 


Für die Bestimmung der Integrationskonstanten der allgemeinen Lösung hiefür stellen 
wir wieder mit Hilfe der Gl. 56', deren 1%” Ableitungen, des Systems (56”) und 
dessen iter, 2ter, Zter, ter und 6ter Ableitung längs einer beliebigen Sektions- 
grenze »— 1,» die Randbedingungen (64a—hı) auf. Dabei benutzen wir wieder die 
Lösungen (56a) und transformieren mit Hilfe von (68a, b), (69) und (74) alle X, 
in Y„ bzw. M„. Wir erhalten auf diese Weise wieder u Gruppen linearer Gleichungen 


“) Die dazugehörigen Randgleichungen folgen auf analoge Weise aus denjenigen des 
Systems (84). Man kann auch M„ als Unbekannte einführen. 
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mit den Unbekannten AM,, AM,, AM, , AM, AM EN AM, und 


A Mm r=1,2,... m— 1), welche wir wieder „Zwischenbedingungen“ nennen wollen. 
Der weitere Rechnungsgang ist derselbe, wie wir ihn schon für die Gl. 56 geschildert 
haben, nur sind alle Bedingungen, die längs der die Sektionsgrenzen bildenden Er- 
zeugenden aufgestellt werden, 3gliederig, wenn die Spanten starr und ö5gliederig, 
wenn sie elastisch sind, was eine erhebliche Verringerung der Zahlenrechnung be- 
deutet. 


Mit dieser Umformung der Grundgleichungen ist auch eine bedeutende Vereinfachung 
der charakteristischen Gleichung des Systems verbunden. 


Aus den so gefundenen M,„ folgen nach Gl. 84 die Y„=2x,M,„, woraus sich aus 
den G]. 68a, b unter Beachtung der Randbedingungen (69) und (74) die Schub- 
kräfte X, und daraus die Schubflüsse z, ergeben. Mit den letzteren erhalten wir 
wieder die Spannungen und Verformungen der Membrane und der Spanten. 


e) Lösung mittelst Fourier’scher Reihen 


Die im Pkt. e dieses Abschnittes ausführlich geschilderte genaue Anpassung des 
allgemeinen Integrals an die Randbedingungen ist selbst bei einer geringen Zahl von 
Unbekannten und Unstetigkeitsstellen auch bei Benutzung der vereinfachten Grund- 
gleichungen noch umständlich und führt meist zu unübersichtlichen Endformeln. Man 
entwickelt dann zunächst die Restfunktionen Ap „ und A; „ nach den Gl. 57a, b,cd, e 
in Fourier'sche Reihen. Setzt man das sin-Glied der Akten Welle in die Gl. 56 ein, 
so ergibt sich nach Kürzung durch sin%o@ der Satz algebraischer, linearer Gleichungen 


vn 
2) (an +: Pr) k? — Lp yn] In Bo 


v—] 


DD m—1 > 
ß N,R 
a m [(, + in ° Pr) k?— 2, : vv] Al, k 12 (ee 18 Ty,% — 
v=-n-] 
= Du, + Bn,x‘ Pn,u + On, Ta;n,k R=1,2,...m —]). (87a) 


Zum Glied P, 7 c0S k@ gehört ein analoger Gleichungssatz (87 b) mit den Unbekannten 


T,,» und den rechten Seiten Dy,2— Ba, x‘ Prn,x + On, x‘ Tp;n,x. Aus diesen beiden 
Systemen, welche dieselbe linksseitige Koeffizientenmatrix besitzen, ergeben sich 
also die unbekannten Beiwerte 7,,, und 7,,, der Entwicklung (44a) durch einen 
algebraischen Auflösungsprozeß. 

Benutzt man wieder die umgestalteten Grundgleichungen (84) mit ihren Randformen, 
so werden die Gl. 87a,b 5-gliederig, wenn die Spanten elastisch, und 3-gliederig, 
wenn diese vollkommen starr sind. 

Da jede Welle die Periode 27 aufweist, sind die Randbedingungen (67) für jedes 
Glied der Entwicklung (44a) einzeln erfüllt. Wendet man dieses Verfahren auf sämt- 
liche Glieder von (44a) an, so erhalten wir alle Schlußergebnisse wieder in Form 
von Fourier’schen Reihen, deren Summenwerte mit den Funktionswerten der nach 
Punkt c bestimmten exakten Lösungen bis auf deren Unstetigkeitsstellen punkt- 
weise übereinstimmen. An diesen ist nämlich der Summenwert gleich dem arith- 
metischen Mittel aus links- und rechtsseitigem Funktionswert ‘). 


?), Konvergenzbeweis analog wie in der Abhandlung des Verfassers: „Die genaue Membranen- 
theorie der prismatischen Faltwerke“. Abhandlungen Bd. XI der Internationalen Vereinigung 
für Brücken- und Hochbau, Zürich. 
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Bei den Systemen für die Bestimmung der T,,» bzw. Ta, x; besonders aber bei 
deren 3- bzw. 5-gliederigen Formen, dominiert in jeder Gleichung ein Beiwert gegen- 
über den anderen, so daß für die Auflösung das bekannte Näherungsverfahren an- 
gewendet werden kann. Die Konvergenz desselben wächst mit wachsendem k ganz 
bedeutend. 


f) Fundamentbewegungen 

Um die Wirkungen derselben verfolgen zu können, greifen wir auf die Gl. 11 und 11’ 
zurück, in welchen s„ und tf,, beliebig vorgeschriebene Bewegungen des Fußkreises 
&= % darstellen. Da das Tragwerk längs derselben radial verschieblich gelagert 
gedacht ist, erscheint keine diesbezügliche Verschiebung rn. 

Der Rechnungsgang gestaltet sich genau so, wie in den Punkten b) und c) dieses 
Abschnittes, nur muß man an Stelle der von den äußeren Belastungen ps, Pt, P 
herrührenden Verschiebungen ty,n der Kragmembrane, die durch die Fundament- 
bewegungen sy und im in Höhe eines jeden Spantenkreises auftretenden tangentiellen 


Verschiebungen 

N N 
nr Eh ln ar em) (88) 
Im sina 80 


einsetzen (siehe Gl. 11'). 


tst,n >= 


Bedient man sich bei der Rechnung wieder der Fourier’schen Reihen, so muß man, 
da s„ in ihrer 1. Ableitung auftritt, jeweils ein cos-Glied der s„, mit einem sin- 
Glied der t„ zusammenfassen und umgekehrt. 

Es ist leicht einzusehen, daß durch die 1. Welle keine Schubflüsse 7, entstehen. 


E. Die quergestützte, versteifte Membrane 


Wir betrachten nun ein nach Abschnitt D gestaltetes Tragwerk, das in beliebig 
vielen ihrer Spanten auf beliebige Weise quergestützt ist. Dabei sollen aber — und 
zwar analog der beiden Riegelbelastungen 9, und 7, „ — die Auflagerreaktionen einer 
Spante jeweils in deren Ebene liegen und nur an ihrem äußeren Rand angreifen. 
Es ist naheliegend, auch hier zuerst die Wirkung der 1. Wellen zu verfolgen und 
nicht zu vergessen, daß sich hierbei die elastischen Spanten wie vollkommen starre 
Scheiben verhalten. Versinnbildlichen wir jede der Auflagerreaktionen Aı,„, Ag,n, A3,n 
durch je einen Pendelstab, und beachten dabei, daß sich die Endpunkte i nur senk- 
recht zu ihren dazugehörigen Stabrichtungen bewegen können, so ergibt sich bei 
Zuhilfenahme des Bildes 9 für jeden der Punkte ö eine Beziehung 


Asm: 608 Yi,n + Ann‘ Sin pin — Onan: cos (Hi — im) =0; i=1,2,8,...) (89) 


Aus den Gleichgewichtsbedingungen erhalten wir 
die auf das Koordinatensystem &, n bezogenen 
Auflagerkräfte zu 


Aa) 


At, n nn Ay,n' COS Y, n (90 a) 
Bl 
v=ü 
Ann = A,,nSinyy,n (90 b). 
vl 
Pr, 
Min=— Im I, Ay,n: sin (®,n — Won) (90 e) 
v=l 


Bild-9 


velsaa 
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Ist «= 0, sind also überhaupt keine Stützen vorhanden, so können die 3 Ver- 
schiebungskomponenten A: „. A,n und 9, von einander unabhängig beliebig ge- 
wählt werden. Die Spante besitzt dann 3 Freiheitsgrade. 


Bezüglich der Lagerung der Auflagerscheiben sind nun die folgenden Fälle zu unter- 
scheiden: 


1.:=1. Die Spante wird durch eine Stützung in ihrer Bewegungsmöglichkeit be- 
hindert, so daß von den 3 Verschiebungskomponenten nur noch 2, z.B. Men 
und A,,„, von einander unabhängig gewählt werden können. Von den Gl. 89 
besteht nur eine, nämlich die zu ©=1 gehörige, aus welcher sich mit A: „und 
Ay,n die 3. Komponente #, ergibt. Die Spante hat nur mehr 2 Freiheitsgrade. 


Bildet man die Gl. 90a, b,c für «=1, so erhält man die Auflagerkräfte dene 
A,,n, Ma,n als homogene, lineare Funktionen des 1. Stütztdruckes Aı,.. 


2.i=2. Die.Spante wird nun durch 2 Stützungen in ihrer Bewegungsmöglichkeit 
behindert, so daß von den 3 Verschiebungskomponenten nur mehr 1, z.B. ,, 
frei gewählt werden kann. Von den Gl. 89 bestehen nun 2, nämlich die beiden 
zu =1 und i=2 gehörigen. Setzt man in diese Ö, ein, so ergeben sich zwei 
lineare Gleichungen, aus welchen die beiden anderen Verschiebungskomponenten 
Asn und A, bestimmt werden können. Di» Spante hat 1 Freiheitsgrad. Bildet 
man die Gl. 90a,b,c für i=2, so erhält man die Auflagerkräfte A: „, Ayn, 


S 


Jly,n als lineare, homogene Funktionen der beiden Stützdrücke Aı,„ und As„, 


3.i=3,. Die Spante wird durch 3 Stützungen gehalten. Die zu i=1, i=2, i=3 
gehörigen Gl.89 haben die Null als rechte Seite, so daß daraus A: „= 4A, n= 9, =0 
folgt. Die Spante kann also keinen Freiheitsgrad mehr aufweisen, d.h. sie ist 
statisch bestimmt gelagert. Setzt man in den Gl. 99 a,b,c ?=3, so ergeben sich 
die Auflagerkräfte A: „, Ay,n, MA,n als homogene, lineare Funktionen aller 3 Stütz- 
drücke Aı,n: As, N; As,n- 

Sind mehr als 3 Stützungen vorhanden, so müssen für deren Bestimmung die Ver- 

formungen der Spante herangezogen werden, was wir aber erst zu einem späteren 

Zeitpunkt behandeln wollen. 

Geben wir nun zu den bereits bekannten äußeren Belastungen P:, P,, M,„ die Auf- 

lagerkräfte Ak,nı Ann! Mı.n hinzu, und bestimmen nun für alle diese Einwirkungen 

nach den Gl. 59a, b, c die Achsverschiebungen A: N A 9, des versteiften Krag- 

werkes, so erhalten wir 


0 En — 
Aznt Da ıt Ag u As, n (91a) 
0 , Fan Be 
Ann + Dn,1 ar A,, I An, n (91 b) 
0 D er = 
++ mn. (91e) 


Dabei bedeuten die Den: Ann und Ö„ die von der Auflagerkräften A: „, A,,n und 

Mı,n allein herrührenden Achsverschiebungen, die sich aus den Ausdrücken für die 
0 0 

Hs Ann und 9, ergeben, indem man darin P:„, P,„ und M„ durch Arm An 

und Ma,n ersetzt. 

Wir teilen nun die Achsverschiebungskomponenten folgendermaßen in zunächst als 

vorgegeben angenommene und in unbekannte auf. Die ersteren nennen wir der Kürze 

halber in Hinkunft „vorgegebene“. 


ea ge, 1 Stützung 


vorgegeben d, 


unbekannt A: n, Ann: 
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ou 


Drücken wir entsprechend [Gl. 90, @=1)] die Az, Ann Mı,„n durch Aı,„ linear 
aus, so bleiben die drei Unbekannten As n Fe Dun Aı,n übrig. 
2a, 2 a 

vorgegeben Asn, Ann 

unbekannt On: 
Drücken wir entsprechend [Gl. 90, @=2)] diesmal die Agn, Ann, Ma,n durch Aı,r 
und Aa, linear aus, so bleiben die 3 Unbekannten ©, Aı,n, A2,n übrig. 
3.1=3, 3 Stützungen 


vorgegeben Asn: Zi, ns On 
als unbekannt belassen wir Ag;,n, Ann: Ma.n- 


Wir haben also in jedem Falle je Lagerspante 3 Unbekannte, so daß wir diese aus 
den Gl. 91 bestimmen können. 


Ermitteln wir nun mit Hilfe der jeweils zuständigen [G1. 89, @ = 1)] aus den As. „, Ann 
die 9, und mit Hilfe der jeweils dazugehörigen Gleichungspaare [Gl. 89, @=1), 
"6#=2)] aus den 9, die Ayn, An,n und berechnen wir schließlich mit den [Gl. 90, 
@=1), (=2), i=3)] aus den A;n, Ann, MA,n die Aı,n, A2,n, As,n, so sind wir 
endlich im Besitze sämtlicher Stützkräfte und Achsverschiebungen. 

Ist die Anzahl der Spanten, welche weniger als 3 Stützungen haben, gering gegen- 
über den anderen mit 3 Stützungen, so geht man bei der Auflösung der Gl. 91 
einfacher wie folgt vor: Man bestimmt zuerst aus einer bestimmten Anzahl der 


letzteren die Ag „, An,n und Mı,„n, wobei man sämtliche d: en A; nn I A,,„ und 
As,n auf der cn Seite läßt. Dabei ist zu beachten, daß in Gl.59a nur die 
Asnı in Gl. 59b nur die 4,„ und in Gl. 59e nur die Man vorkommen, so daß 
auf diese Weise getrennte le entstehen. Setzt man diese Ergebnisse das eine 
Mal in die dazugehörigen [G. 90, (@— 1)] und das andere Mal in die dazu- 
gehörigen [Gl. 90, @=1), = 2)] ein und eliminiert das eine Mal die Aı,„n und das 
andere Mal die Aı,„n und Aa „, so erhalten wir einen linearen Gleichungssatz für die 
noch fehlenden Verschiebungskomponenten PR A: und ®,. Setzt man diese in 
die obigen Gl. (90) ein, so folgen die Aı,„ und Ay, so daß man durch Einsetzen 
in die ersten Lösungen der A: „n, Ann, Ma,n diese 3 letzteren erhält. 

In allen Fällen ergeben sich alle unbekannten Verschiebungen und Stützkräfte als 
lineare Funktionen der anfangs vorgegebenen Verschiebungen. 

Wir lösen nun nach Abschnitt D, Punkt c) das versteifte Kragwerk für die soeben 
gewonnenen Stützkräfte Aı „, Aa,n, Aa,n auf. Es ist nach den bisherigen Darlegungen 
klar, daß bei diesem Lösungsschritt die durchlaufende Zwischenstützung keine Rolle 
mehr spielt, da die 1. Welle als bereits erledigt gilt. Die Auflagerspanten werden 
also genau so behandelt, wie die laufenden Zwischenspanten. 

Wir sind nun nach Beendigung dieser Rechnungsstufe in der Lage, die elastischen 


Verformungen £ und r der Gl. 37a,b in den Punkten i jeder Lagerspante zu be- 


stimmen. Bezeichnen wir diese, um sie als zu den Gesamtachsverschiebungen A: > 
Se Kl Kl 
Ann: On als zugehörig zu erkennen, mit %,„ und r;, „°) und berücksichtigen, daß jeder 
Punkt © sich nur senkrecht zu seiner Stützrichtung bewegen kann, so lesen wir 
aus dem Bild 10 für jede Stützung einer jeden Spante eine Beziehung 


A: n' siny,n+ Ann: 608 Yin — An‘ sin (9 — Yin) = 
0 0 
RN = T;,n ‘608 (Pi — vi, n— t;,n- sin (Pi U, n) (92) 
*) Im zugehörigen Bild 10 sind die oberen Nullen weggelassen. 


Gruber, Das durch elastische Spanten versteifte, beliebig gelagerte Rohr 68: 


ab. Wir erhalten so ebensoviele Gleichungen wie im gesamten Stützungen, oder 


wie anfangs vorgegebene Achsverschiebungen Agn, Ann: ®„ vorhanden sind. 
Erinnern wir uns, daß die Stützkräfte Aı„, 4a hr 
A3,„ und die als unbekannt angenommenen Ver- 
schiebungen als lineare Funktionen der vorge- 
gebenen Verschiebungen bereits als Lösung der 
Gl. 91a, b,c vorliegen und setzten die Aı,n, Agn» 
As3,n und die als unbekannt gewählten Verschie- 
bungen in die Gl. 92 ein, so erhalten wir ebenso- 


viele lineare Beziehungen wie vorgegebene d: Kyar 


An, ER 9 vorhanden sind, so daß man letztere durch 
Auflösen daraus finden kann. 


Dieser letzte Rechnungsgang vermehrt die Rechen- 


arbeit bedeutend. Da in den Gl. 91 die Ar Anni 


0, im Vergleich zu den übrigen Verschiebungen sehr Bewegungsrichtung für Punk; 
klein — sie sind um so kleiner, je steifer die Auf- Bild 10 
1 


ee 
zunächst Null setzen. Bestimmt man mit den dazugehörigen t„, r„ aus den Gl. 92 
die zweimal gestrichenen Verschiebungen, so erhalten wir hierfür die 1. Annäherung. 
Führen wir mit diesen 1. Ergebnissen die Rechnung nochmals durch und wiederholen 
dies solange, bis keine Verbesserung für die As„, Ann, © mehr zuwächst, so er- 
halten wir die Endergebnisse als Summe aller Verbesserungen. In fast allen Fällen 
konvergiert diese Iteration so gut, daß die 1. Annäherung schon genügend genau ist. 
Es ist ohne weiteres einzusehen, daß man unter Zugrundelegung der umgeformten 
Grundgleichungen (84), deren Randformen und den den Gl. 68a, b analogen Trans- 
formationen die Gl. 91a, b, c als 3 gliederige Formen erhält. Dadurch vereinfacht sich 
die Rechnung bei zahlreichen Lagerspanten, und zwar dann ganz besonders, wenn 
bei letzteren überall eine 3fache Stützung vorhanden ist. 

Wir wollen noch den Lösungsweg für den Fall skizzieren, bei welchem einzelne oder 
alle quergelagerten Spanten mehr als 3 Stützungen aufweisen. Betrachtet man die 
nun auftretenden, überzähligen Stützungskräfte A,,„ vorläufig als äußere Lasten und 
führt die Rechnung bis zum Schluß so durch wie bisher, jedoch unter der Bedingung, 
daß bei keiner Lagerspante mehr als 3 Stützungen vorhanden sind, so werden in 
den, aus den Gl. 91 stammenden Achsverschiebungen und bisherigen Stützkräften 
die A,,„ zusätzlich erscheinen. Da nun zu jeder der überzähligen Stützungen wieder: 
eine Bedingung (92) gehört, erhalten wir ebensoviele Gleichungen neu hinzu, wie über- 
zählige Stützkräfte A,,„ vorhanden sind, so daß daraus die letzteren bestimmt werden 
können. Setzt man endlich die A,,„ in die oben genannten Lösungen der Gl. 91 ein, 
so sind wir im Besitze sämtlicher Stützkräfte und Achsverschiebungen. 


Es ist klar, daß man bei den Auflagerspanten mit mehr als 3 Stützungen die vor- 


gegebenen Achsverschiebungen Ae A und 9, in den meisten Fällen Null setzen 
kann, wodurch sich die Rechnung bedeutend vereinfacht. 


lagerspanten sind — kann man die AR An, N 5, 


F. Die Balkentragwerke 
Diese wollen wir zum Schlusse nur noch skizzenhaft behandeln. 


Wir gehen bei unseren Betrachtungen von dem im Bild 1b dargestellten Kragwerk 
aus. Dieses ist auf der Erdscheibe fest gelagert und darüber liegt im Abstande Ay,m—ı 
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die unterste Spante. Diese und jede der anderen Spanten kann im Sinne der Dar- 
legungen des Abschnittes E beliebig quergestützt sein. Dabei treffen wir aber die 
einschränkende Voraussetzung, daß nach dem Lostrennen des Tragwerkes von der 
festen Erdscheibe mindestens soviele Stützungen vorhanden sind, daß für ersteres 
bei achsnormal gerichteten Kraftwirkungen eine räumlich stabile Lagerung gewähr- 
leistet ist. 

Da die an der Einspannstelle als vorhanden angenommenen Randverschiebungen 5, 
und i„ nur in den Belastungsgliedern unserer linearen Bestimmungsgleichungen (56) 
bzw. (63) erscheinen, sind sie auch wie äußere Kräfte zu behandeln. Sie sind reine 
Funktionen von 9 und wir nehmen sie vorläufig als unbekannt an. Löst man unter 
diesen Umständen das Kragwerk im Sinne unserer bisherigen Betrachtungen unter 
der Annahme, daß der zwischen Erdscheibe und unterster Spante gelegene Teil A„,m-ı 
des Schaftes lastfrei ist, so erhalten wir für die Stelle = x, den Schubfluß 7, 
und die Längsspannungen 05,» als lineare Funktionen der s„ und i„ und deren Ab- 
leitungen. Lösen wir nun das Kragwerk von der Einspannstelle, so erhalten wir ein 
„Balkentragwerk“. Für ein solches ist aber der Rand %„ des nun auskragenden 
Stumpfteiles An,m-ı frei von Spannungen, so daß wir für die beiden unbekannten 
Funktionen s„ und Z,„ die beiden Bestimmungsgleichungen 


Tm- 0 (93 a) 
O,m = 0 (93b) 


erhalten. Da der Stumpf Ay,m--ı entsprechend der obigen Voraussetzungen lastfrei 
sein soll, ist er wegen der Randbedingungen (93a, b) entsprechend den Gleichgewichts- 
bedingungen (la, b, c) vollständig spannungsfrei und spielt daher keine Rolle mehr. 
Dieses Ergebnis ist durchaus plausibel, da auch hier, wie bei allen Kragsystemen 
der der Einspannstelle anliegende Tragwerksteil Ay,m—ı auf den darüberliegenden 
Teil &n—ı — X, Keinen Einfluß ausübt. 

Überlagern wir die, durch die nun bekannten Funktionen s,„, und i„ am Kragwerk 
auftretenden Wirkungen, mit den an letzterem durch die reinen äußeren Be- 
lastungen entstehenden, so haben wir die Ergebnisse der balkenartig gelagerten, 
durch Spanten versteiften, kreiskegelförmigen Membrane vor uns. 


Wir können auch hier die äußeren Lasten und die unbekannten Funktionen s,, und 
tm in Form von Fourier’schen Reihen ansetzen. Belasten wir dann das Kragwerk 
nacheinander mit den einzelnen Gliedern dieser Reihen, und bestimmen daraus wieder 
im Sinne unserer bisherigen Darlegungen die sin-cos-Entwicklungen für 7, und Os,n 
so wird der Beiwert des Akten Gliedes von 7, und der Beiwert des ten Gliedes von 
Os, je eine lineare Funktion der Akte? Beiwerte der s„ und f„ sein. Setzt man nun 
Tm Und O7 gliedweise gleich Null, so erhalten wir für jeden Index k zwei lineare 
algebraische Gleichungen, aus welchen sich endlich die Beiwerte der kten Glieder 
von Sm und t„ ergeben. 


Die 1, Welle von s„ bzw. t„ hat die Form 
As,m + Sm sin@ + Sy cos (94 a) 
Am Om — At,m sin@-+ An,m c0sQ. (94 b) 


Der zu &„, gehörige Parallelkreis muß diese durch die 6 Parameter A; m. Sm, Im 
Om, Azm und A, m beschriebene räumliche Bewegung mit 6 Freiheitsgraden aus- 
führen. Da er, wie leicht einzusehen ist, dabei eben und starr bleibt, erleidet auch 
das ganze Kragwerk keine inneren Verformungen, so daß es hierbei spannungsfrei 
bleibt. Es beteiligen sich also auch hier nur die zu den Indices k—= 2 gehörigen 
Glieder an der Rechnung. 


bzw. 
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G. Schlußbetrachtung 


Wir können mit dem hier dargelegten Verfahren jede kreiskegelförmige, durch be- 
liebig viele starre oder elastische Spanten versteifie Membrane mit beliebiger Dicke 
bereelinen, ganz gleichgültig, wie einzelne oder alle ihrer Spanten quergestützt sind. 
Während die Membrane und die Spanten zentralsymmetrisch sein müssen, ist dies 
für die Stützung und Belastnng nicht erforderlich. Letztere kann nach @ und x 
unstetig oder stetig sein. Die Theorie erstreckt sich auf balkenartige und auf durch- 
laufende Tragwerke, welche an ihren Enden auch eingespannt sein können. Die 
exakte Anpassung der allgemeinen Lösungen an alle Randbedingungen ist besonders 
bei vielen Spanten und bei unstetiger Belastung umständlich. Die Betrachtungen 
wurden bierfür nur deshalb genau durchgeführt, um das günstige Verhalten der 
durch Spanten versteilten Membranen gegenüber den unversteiften klar vor Augen 
zu führen. Die genaue Berechnung ist aber bei einer geringen Spantenanzahl, be- 
sonders bei stetiger Belastung durchaus praktisch durchführbar. 


Bei unstetiger Belastung ist es immer zweckmäßig, diese in Fourier’sche Reihen zu 
entwickeln, wodurch die Rechnung mathematisch einfacher und vor allem bedeutend 
übersichtlicher und schematischer wird, so daß auch theoretisch weniger geschulte 
Hilfskräfte mit Erfolg angesetzt werden können. 


Beträgt die Anzahl der Spanten mehr als 4 bis 5, so ist es zweckmäßig, sich (der 
vereinfachten Grundgleichungen des Abschnittes D/d zu bedienen, welche für starre 
Spanten 3gliederige und für elastische Spanten 5 gliederige Formen aufweisen. Da- 
durch wird die Rechenarbeit, besonders bei vielen Spanten, sehr vereinfacht. 


Wir erwähnen, daß man für absclhnittsweise konstante oder analytisch gegebene 
Membranendicken die Beiwerte der Verschiebungsgleichungen (14) und die der ver- 
einfachten Bestimmungsgleichungen (84) ein für allemal in zweidimensionalen 
Tabellen festlegen kann. 


Bestimmt man nach den angegebenen Formeln auch die radialen Spantenverschie- 
bungen r„, so kann man auch die durch diese verursachte, aber nach beiden Seiten 
hin rasch abklingende Schalenbiegung nach den bekannten, für mäßige Schalen- 
dicken gültigen Iterationsverfahren näherungsweise bestimmen. (Siehe z. B. Girkmann, 
Flächentragwerke, Wien, Springer-Verlag 1948.) 
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